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PREFÁCIO 
e — O e 


Este livro tem por objetivo ajudar o leitor a: 


9. 


Compreender os conceitos de sistemas em malha aberta e em malha 


fechada. Sera ae o id 
Desenvolver modelos para sistemas mecânicos, elétricos, de fluidos e 


térmicos. 


Usar o modelo aproximado na análise de sistemas de primeira e de segunda 
ordens. 


Determinar as respostas de sistemas, determinando e resolvendo equações 
diferenciais de primeira e de segunda ordens, 


Determinar as respostas de sistemas a entradas degrau, impulso e rampa 
utilizando à transformada de Laplace. 


Construir modelos de sistemas utilizando diagramas em blocos. 


em regime permanente para sistemas. 


Determinar os er 


Aplicar os métodos de pólos e zeros para analisar o comportamento de 
sistemas e a estabilidaae. 


Avaliar as funções que podem ser usadas como controladores. 


Xil Engenharia de Controle 


10. Determinar a resposta em fregiiência de sistemas, incluindo a utilização 
de diagramas de Bode e de Nyquist. 


1, Compreender as funções de elementos em sistemas digitais, incluindo uma 
introdução à transformada z. 


Cada capítulo inclui exemplos e problemas com respostas. 


Este livro é indicado para cursos de graduação nos quais a disciplina de Controle 
Automático (ou Controle e Servomecanismos) seja pertinente ao currículo. 


W. Bolton 


MAKRON 
Vhs 


SISTEMAS DE CONTROLE 


INTRODUÇÃO 


O que é um sistema e, particularmente, o que é um sistema de controle? Um sistema pode 
ser visto como uma caixa preta com uma entrada e uma saída, já que não se sabe em que 
consiste o interior dessa caixa, mas somente a relação entre a saída e a entrada. Um 
sistema pode ser chamado de sistema de controle quando sua saída é controlada para 
assumir um valor particular ou seguir uma determinada entrada. Um sistema de controle 
de aquecimento central é projetado para controlar a temperatura em um valor específico, 
ao passo que uma máquina deve ser controlada para executar operações determinadas. 
ste livro versa sobre sistemas de controle, c este primeiro capítulo traz uma visão das 
formas básicas que podem ser tomadas pelos sistemas de controle - modelos reais e com 
mais profundidade serão dados em outros capítulos. 


SISTEMAS 


O termo sistema é usado para descrever uma série de componentes que interagem em 
torno de uma condição limite imaginária, e somente a entrada e a saída são de interesse, 
ou seja, não há a necessidade de explorar as interações detalhadas entre os componentes. 
Em resumo, o aspecto importante de um sistema é a relação entre as entradas e as saídas. 
Um sistema pode tanto ser uma usina inteira como somente um motor elétrico. Embora 
possam ser complexos o conjunto de componentes e suas interações dentro do sistema, 
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ar que todos esses componentes fazem parte de um bloco, e o 
ão as entradas e as saídas desse bloco. A Figura 1.) mostra a 
1 por um bloco com as entradas e as saídas indicadas por 
stema usina com a entrada combustível e a 


podemos apenas consider; 
que realmente interessa 

representação de um siste 
linhas com setas. A Figura Ll(a) mostra © 
eletricidade; a Figura 1. 1(b) mostra o sistema motor elétrico com a entrada potência 
afda rota 


saía 
elétrica e à 


ão mecânic: 


Entrada | N Saida Entrada PS | Saida 
Sina: HT 3 elétrico 
combus- eletrici- potência | _ =| rotação 
a med dade elétrica mecânica 


(a) (b) 


Figura 1.1 Sistemas: (a) uma usina e (b) um motor elétrico. 


A vantagem de estudar sistemas dessa forma é que, embora exista uma grande 
de de sistemas possíveis. as relações entre a saída ¢ a entrada de muitos deles 
podem ser similares. Por exemplo, a resposta de um capacitor em série com um resistor 
a uma tensão tem o mesmo tipo de relação que a respos a de um recipiente de líquido a 
i alor (Figura 1.2). Assim, estudando um sistema modelo 
e a saída, podemos determinar quantas formas 
saída. 


varie 


jo de uma entrada ca 


com esse tipo de relação entre à entrada 
terão essa mesma relação entrada 


diferentes de sistemas 


Em algumas situações é conveniente dividir o sistema em vários subsistemas 
ados. Podemos ter um sistema de medição de temperatura, por exemplo, que 
ligado a uma ponte de Wheatstone com a saída 
sendo mostrada por um medidor O sistema todo poderia ser representado como tendo 
saída como à leitura em uma escala (Figura 1.3(4)), 
a resistência ligado a um subsistema ponte conec- 


acopl 
consiste em um termômetro a resistência 


uma entrada de temperatura e uma 
ou como um subsistema termômetro 
tado à um sistema medidor (Figura MD). 
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R 
Entrad 
TEn cd Saida ntrada | creio | Saida 
Í pà tensão RC Ve 
Ve 
o Tempo 
(a) 
+ 
Entrada 
calor 
BD ne Saida Entrada | Sistema 
temperatura de aque- 
calor cimento | temperatura 


Temperatura e 


o Tempo 
(b) 


Figura 1.2 Sistemas semelhantes: (a) um circuito RC e (b) um sistema de aquecimento. 
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Entrada [ Sistemade | Saida 
—— > medição de |-——— 
temperatura |temperatura | leitura em 

[= uma escala 
(a) 

Entrada [romômenro | Variação da | pomode | Variação Saida 
o a resistênci Wheatstoi a aid po 
temperatura resistência | resistência wsmone] arado: leitura em 

Lo À uma escala 
(b) 


Figura 1.3 Um sistema de medição de temperatura. 


Em um sistema de controle, a saída é controlada para ter um valor específ 
ou variar de forma determinada pela entrada do sistema. Um sistema de controle de 
temperatura — por exemplo, o sistema de aquecimento em uma casa (Figura 1.4) - poderia 
ter como entrada o termostato ou o painel de controle sendo ajustado para a temperatura 
desejada e como saída a temperatura real produzida. Essa temperatura é ajustada pelo 
sistema de controle para que se torne o valor da entrada do sistema. 


Entrada [Sistema de Saida 
aquecimento 
temperatura central temperatura 


desejada 


Figura 1.4 Um sistema de aquecimento central. 


MODELOS 


O modelo de um navio é uma versão reduzida de um navio em seu tamanho normal; o modelo 
de um aeroplano é uma versão reduzida de um aeroplano em seu tamanho normal, Os 
modelos e os objetos em seu tamanho normal têm os mesmos tipos de relação entre os 
comprimentos de suas diferentes partes. Um mapa é um modelo do território; assim, as 
distâncias e localizações das cidades no mapa têm os mesmos tipos de relações que ocorrem 
entre as cidades localizadas em terra. Um modelo é apenas um meio de transferir alguma 
relação de sua forma real para uma outra forma. Analisando o modelo, é possível transferir 
as relações de interesse. Assim, o mapa é usado para transferir relações envolvendo distâncias 
e, portanto, localizações; ele não traz os cheiros ou ruídos do território. 
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Um bloco com linhas e setas para indicar o sentido 
modelo para o sistema. As relações transferidas do sistema real para o modelo s 
relações entrada-saída. Não podemos dizer que o modelo do sistema realmente se pareça 
com um bloco com linhas horizontais e sei 


entrada e da saída é um 
ão as 


Um conjunto de blocos de construção de brinquedo pode ser usado por uma 
criança para construir modelos de casas, carros, guindastes etc. Vários modelos podem 
ser construídos a partir de um kir básico. Podemos, de forma semelhante, usar um kit 
básico para construir uma série de sistemas. Os blocos são subsistemas ou elementos de 
sistemas gom características de entrada-saída próprias. Assim, podemos representar 
muitos sistemas eletrônicos tendo por exemplo um amplificador como um subsistema 
que recebe o sinal de entrada e gera na saída esse sinal amplificado. Da mesma forma, 
existe um número de blocos básicos usados para construir sistemas de controle, cada 
bloco com uma função particular. Este capítulo dá uma visão básica das relações 
entrada-saída de sistemas de controle e as funções dos blocos constituintes. 


SISTEMAS EM MALHA ABERTA E EM MALHA 
FECHADA 


Existem duas formas básicas de sistemas de controle: sistemas em malha aberta e sistemas 
em malha fechada. Para um sistema em malha aberta, a entrada é escolhida com base na 
experiência, de tal forma que o sistema dê o vator de saída desejado, Essa saída, entretanto, 
não é modificada de forma a seguir as alterações nas condições de operação. Assim, por 
exemplo, um ar-condicionado (Figura 1.5) deve ter uma chave seletora que permita a seleção 
do elemento de aquecimento de IKW ou 2kW. A entrada do sistema é um sinal determinado 
pela chave seletora, A temperatura obtida na saia aquecida é determinada pel seleção da 
potência do aquecedor. Se houver mui nas condições ambientais — por exemplo, se 
uma janela tor aberta ~, a temperatura variará porque não é possível compensar a saída, Este 
é um exemplo de controle em malha aberta para o qual não existe informação de realimen- 
tação para ajustar e manter a temperatura a um vs:lor constante. Sistemas de controle operados 
temas em malha aberta. 


por base de tempo são 


Entrada | aquecedor 
temperatura | elétrico | | temperatura 
desejada 


Figura 1.5 Um exemplo de um sistema de controle em malha aberta. 
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Em um sistema em malha fechada, um sinal é realimentado da saída para a 


entrada e usado para modificar a entrada, de tal maneira que a saída seja mantida 


constante mesmo com modificações nas condições de operação (Figura 1.6). O sistema 
de ar-condicionado poderia estar em malha fechada, se um termômetro monitorasse a 
temperatura na sala e chaveasse os elementos de 1kW ou 2kW para manter a temperatura 
da sala constante. Nes: ção de um sinal para a entrada relativo 
à temperatura; a entrada do sistema será então ajustada de forma a obter a temperatura 
desejada na saída. A entrada para o aquecedor dependerá do desvio da temperatura real 
em relação à temperatura desejada. 


situação. existe realimen 


Comparação da 
temperatura desejada 
com a real Esta entrada para o 
_ bloco depende da diferença 
entre as temperaturas 
real e desejada 
Entrada Saída 
a \ Aquecedor 
temperatura eólico. temperatura 
desejada -— 
Medição de 
Sinal realimentado | temperatura 


relacionado à temperatura 
real 


Figura 1.6 Um exemplo de um sistema de controle em malha fechada. 


Para ilustrar ainda mais as diferenças entre sistemas em malha aberta e em 
malha fechada, vamos considerar um motor. Em um sistema em malha aberta. a veloci- 
dade de rotação do eixo pode ser determinada somente por um ajuste inicial da tensão 
aplicada ao motor. Qualquer mudança na fonte de tensão ou nas caracter ísticas do motor, 
como resultado de uma mudança na temperatura ou de uma variação de carga no eixo, 
alterará a velocidade do eixo e não será compensada. Não existe ramo de realimentação. 
Em um sistema em malha fechada, no entanto, o ajuste inicial do controlador será para 
uma particu velocidade do eixo, e esta se manterá pela realimentação, apesar de 
squer mudanças na fonte de tensão, nas características do motor ou na carga. Em um 
1 saída do sistema não tem efeito no sinal de entrada. 


qu 
sistema de controle em malha abert: 
No sistema de controle em malha fechada a saída tem efeito direto no sinal de entrada, 
s sistemas em malha aberta têm 


modificando o para manter o sinal de saída desejado.Os 
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a vantagem de ser relativamente simples e, em consequência, de baixo custo. Entretanto 
são frequentemente imprecisos, já que não existe correção para os erros. Sistemas em 
malha fechada, por outro lado, são capazes de combinar os valores reais com os 
desejados. Atrasos de tempo no sistema, entretanto, podem comprometer uma ação 
corretiva e, em consegiiência, ocasionar oscilações na saída e instabilidade. Sistemas em 
malha fechada são mais complexos do que sistemas em malha aberta, bem mais caros e 
com maiores possibilidades de danos, porque normalmente são compostos de um maior 
número de componentes. Neste capítulo ainda serão abordadas as vantagens dos sistemas 
em malha fechada com respeito à minimização dos efeitos de variações nas relações 
entrada-saída de elementos do sistema como resultado de mudanças ambientais e efeitos 


de dis 


úrbios no sistema. 


EXEMPLO 1 


Identificar a saída e a entrada e sugerir o tipo de sistema de controle que deve ser u: 
em: (a) uma torradeira de pão automática, (b) uma máquina de lavar roupas automática 
e (c) um sistema de aquecimento central doméstico. 


Solução 


(a) A torradeira tem como entrada o pão e instruções sobre o grau de doura- 
mento desejado; a saída é a torrada. O grau de dovramento requerido é 
determinado ajustando-se o dial da torradeira e não é alterado pela condi- 
ção do pão. Assim, a torradeira reagirá da mesma maneira tanto para um 

ão fresco como para um pedaço de pão já torrado: a saída, 

entretanto. á muito diferente. O primeiro ficará levemente dourado e o 

segundo ficará queimado. A torradeira não reagirá a mudanças nas condi- 

ções do pão. O sistema está em malha aberta. 


(b) A entrada são as roupas sujas e o ajuste do dial de controle e chaves na 
máquina para o tipo de tecido e forma da lavagem desejada; a saída são 
as roupas limpas. A máquina de lavar está em malha aberta, porque 
seguirá o mesmo procedimento de lavagem, independentemente de a 
roupa estar mais ou menos suja. 


pedaço de 


aída é a temperatura real, Se um 
ada a mudanças 


(e) A entrada é a temperatura desejada; a 


termostato for usado para assegurar que a entrada seja ajus 
nas condições e para manter uma temperatura constante, diremos que o 
sistema de aquecimento central doméstico está em malha fechada. 
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ELEMENTOS BÁSICOS DE UM SISTEMA EM 
MALHA ABERTA 


Um sistema em malha aberta é constituído por subsistemas básicos dispostos como na 
Figura 1.7. Esses elementos não devem ser partes distintas, separadas, mas funções dos 
subsistemas que devem estar prescutes, É provável que a entrada do sistema leve à saída 
desejada, Os subsistemas são: 


1. Elemento de con Determina a ação que deve ser tomada visando a 


entrada do sistema ue controle, 


Elemento de correção: Responde ao sinal de saída do elemento de controle 


e age de forma a levar a variável controlada ao valor desejado. 


Processo: O processo ou planta é o sistema no qual uma variável é 


controlada. 
Controlador 
m a 
Entrada Saida 
to [ore | e (gpa, eco | 
sinal de en- | de controle pus coraça variável 
controlada 


trada para pro- 
vocar a saída 
desejada 


Figura 1.7 O subsistema em um sistema de controle em malha aberta. 


Os dois primeiros subsistemas citados anteriormente, freqüentemente fazem 
parte de um elemento chamado controlador. 


Um exemplo de sistema em malha aberta é um ar-condicionado usado para 
aquecer um sala (Figura 1.8). Para tal sistema temos: 


. Variável controlada: temperatura da sala. 


. Elemento de controle: uma pessoa tomando de com base na expe- 


riência das temperaturas obtidas com o chaveamento. 


+ Elemento de correção: a chave e o aquecedor. 


. Processo: a sala. 


Figura 1.8 


Muitos sistem; 
um sinal pai 
sequência de sinais para iniciar uma sequência de ações em ir 
O controlador em ti 


que env 
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Elemento de 
correção 
(aluador) 


Elemento de 
controle 


Aquecendo 
a sala 


Um sistema de controle de temperatura em malha aberta. 


s de controle em malha aberta utilizam um elemento de controle 
iniciar uma ação depois de um intervalo de tempo, ou uma 
tantes de tempo diferentes. 
encialmente um dispositivo de chaveamento operado 


sistemas é ess 


pelo tempo. Um exemplo de tal sistema de controle é o ciclo de operação básica de uma 
máquina de lavar doméstica (Figura 1.9). A seqüência deve ser: 


i 
2. 
3: 


JH. 


Ajustar O controle para o tipo de tecido a ser lavado. 
Ligar e iniciar a contagem do tempo. 


Encher o tambor com água fria através de uma válvula aberta em um 
po determino! 


intervalo de 
Água quente, o aquecedor é ligado por um tempo determinado. 
Lavar, o tambor da máquina de lavar gira por um tempo determinado. 
Esvaziamento, a válvula opera por um tempo determinado. 


Encher com água fria por meio de uma válvula aberta por um tempo 
determinado. 


Enxaguar, o tambor da máquina de lavar gira por um tempo determinado. 
Esvaziar, a válvula opera por um tempo determinado. 


Centrifugar, o tambor da máquina de lavar gira em uma velocidade maior 
por um tempo determinado. 


Parar, depois de decorrido um determinado tempo. 


y 


10 Engenharia de Controle Cap. 1 


` No sistema de controle em malha aberta da máquina de lavar é provável que 
existam outros sistemas de controle por segurança — por exemplo, nível da água e 
sistemas de temperatura que podem desligar o sistema se a quantidade de água ou a 
temperatura aumentarem muito. 


Elementos de 


- | Chave ->— Aquecedor |—» Temperatura 
da água 
E A Motor que 
rea Clave Rotação do 
Entrada | Elemento | tâmbor % tambor 
a de 
ajustes de| controle avi) Entrada de ão 
controles Válvula |—— red 1] 
ponpas p água fria +» Nível da água 
j 
E Válvula | —— reta » Nível da água 


Figura 1.9 Máquina de lavar doméstica. 


EXEMPLO 2 
Identificar os subsistemas em um motor de velocidade controlada em malha aberta. 


Solução 


+ Variável controlada: velocidade do motor. 


+ Elemento de controle: uma pessoa tomando decisões com b: 
riència de velocidades obti 


no chaveamento do motor. 


* Elemento de correção: chave seletora. 


Processo: motor. 
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ELEMENTOS BÁSICOS DE UM SISTEMA EM 
MALHA FECHADA 


Um sistema em malha fechada é constituído por subsistemas básicos dispostos como na 
Figura 1,10. Esses elementos não devem ser partes distintas, separadas, mas funções dos 


subsistemas que devem estar presentes. A entrada do sistema de controle é o valor 
desejado da variável, e o resultado é o valor real da variável na saída, 
Controlador 
Compara- „—- a E 
ção 
Entrada Elemenio Elemento Saida 
- de - de »— Processo E 

valor de Sinal| controle correção variável 

referência controlada 
r 


Medição 


Realimentação 
Figura 1.10 Os subsistemas em um sistema de controle em malha fechada. 


1. Elemento de comparação: Compara o valor desejado, ou de referência, da 
variável controlada com o valor medido e determina o sinal de erro que 
indica quanto o valor da saída está desviado do valor desejado. 


sinal medido 


Sinal de erro = sinal de referência 


«Elemento de controle: Decide qual ação tomar quando recebe um sinal de 
erro. O termo controlador é frequentemente usado para um elemento que 
agrupa o elemento de controle e a unidade de correção. 


3. Elemento de correção: É usado para provocar uma mudança no processo 
de fornia a corrigir o erro e é frequentemente chamado de atuador 


4. Processo: O processo ou planta é o sistema no qual uma variável está 


sendo controlada. 


Elemento de medida: Gera um relacionado com a condição da 
variável que está sendo controlada e fornece um sinal realimentado para 
o elemento de comparação, para que ele determine se existe um erro. 


Uma característica necessária de um sistema em malha fechada é a realimen- 
tação. Esta é a forma pela qual o sinal relacionado com a situação real é realimentado 
para ser comparado com o sinal de referência. A realimentação é chamada negativa 
quando o sinal realimentado é subtraído do valor de referência, isto é: 
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Sinal de erro = valor de referência — sinal realimentado 


A realimentação negativa é necessária para que o controle seja realizado. A 
realimentação positiva ocorre quando o sinal realimentado é somado ao valor de refe- 
rência, isto é; 


Sinal de erro = valor de referência + sinal realimentado 


Na Figura 1.10, o sinal realimentado é combinado com o valor de referência no 
elemento de comparação, que é indicado por um círculo com uma cruz, símbolo que 
indica uma soma. Chegando ao elemento de comparação está a realimentação negativa 
com sinal negativo e o valor de referência com sinal positivo, de forma que a saída do 
elemento é a diferença entre estes sinais. Quando a realimentação é positiva, os dois 
sinais do ponto de soma são positivos. 


Como ilustração do exposto acima, considere o sistema de controle mostrado 
na Figura 1,6, onde a temperatura da sala é controlada por uma pessoa ligando ou 
desligando um ar-condicionado, de acordo com a temperatura da sala indicada por 
termômetro, para que esta atinja o valor desejado (Figura 1.11). Os vários elementos 
desse sistema de controle são: 

. Variável controlada: temperatura da sala. 

. Valor de referência: temperatura desejada da sala. 


da comparando o valor medido com o 


. Elemento de comparação: a p 
valor da temperatura desejada. 


* Sinal de erro: a diferença entre a temperatura medida e a temperatura 
desejad; 


. Elemento de control 


pessoa. 


. Elemento de correção: a mão operando a chave liga-desliga do elemento 
de aquecimento. 


. Processo: a sala, 
. Dispositivo de medida: termômetro. 


. Realimentação: negativa. 
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Elemento de comparação 
Elemento de controle 


Elemento de correção 
a mão operando 


Informação sobre o 
a chave 


valor da temperatura —— 
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desejada Termômetro, o sistema 
de medição 
Aquecendo a 
sala 
Informação sobre a temperatura 
Figura 1.11 Um sistema de controle de temperatura em uma sala em malha fechada. 


EXEMPLO 3 


A torradeira doméstica do Exemplo 1 está em um sistema de controle em malha aberta. 


Sugerir um meio pelo qual poderia ser feito um sistema de controle em malha fechada. 


Solução 


Para a torradeira se tornar um sistema em malha fechada deve existir um sinal realimen- 
tado para indicar o grau de douramento do pão, como uma pessoa vigiando o pão ou uma 
fotocélula que respondesse ao grau de douramento. A safda de cada um desses sistem 
de medida seria um sinal que seria subtraído do sinal de referência usado para especificar 
o grau de douramento desejado. Esse sinal de erro pode então ser usado para fazer atuar 
um relé de forma a chavear a torradeira, ou um potenciômetro para variar a tensão 
aplicada ao aquecedor. A Figura 1.12 mostra tal sistema de controle. 
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Sinal da erro relacionado à diferença 
entre o douramento desejado e o real 


le 
Entrada | Control Correção por Pi 
teito por um $ rocesso, o 
>A) "algBuum j —>—] Variação do aaee 

grau do olenciômelto Ki 
ramento 
desejado 

Medição do 

- grau de 
douramento 


Figura 1.12 Exemplo 3 


EXEMPLOS DE SISTEMAS DE CONTROLE EM 
MALHA FECHADA 


A Figura 1.13 mostra um exemplo de um sistema de controle simples usado para manter 
o nível da água constante em um tanque. O valor de referência é o ajuste inicial do braço 
de alavanca, que corta o fornecimento de água quando é atingido o nível desejado. 
Quando a água escoa do tanque, à bóia desce com o nível da água. Isto faz com que a 
alavanca gire e permita a entrada de água no tanque. O fluxo de água continua até que a 
o na qual a vazão de água é cortada. Isto é um sistema de controle 


bóia atinja uma posi 
em malha fechada com 


eguintes elementos: 


nível de água no tanque. 


Variável controlada: 


= Valor de referência: ajuste inicial da posição da alavanca. 
+ Elemento de comparação: alavanca. 


Sinal de erro: a diferença entre os ajustes inicial e real das posições da 
alavanca. 


+ Elemento de controle: alavanca pivotada. 


“Elemento de correção: a palheta permitindo ou cortando o fornecimento 
de água. 
= Processo: água no tanque. 


va bóia e a alavanca. 


< Dispositivo de medi 


Realimentação: negativa 
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Alavanca 


Figura 1.13 O controle automático do nível da água em um tanque. 


A Figura 1.14 mostra um sistema de controle simples para a velocidade de 
rotação de um motor. O potenciômetro é usado para ajustar o valor de referência, isto é, 
a tensão que será aplicada ao amplificador diferencial como valor de referên aa 
velocidade de rotação desejada. O amplificador diferencial compara e amplifica a 
diferença entre os valores de referência e os realimentados, ou seja, amplifica o sinal de 
l de erro amplificado alimenta o motor, que por sua vez ajusta a velocidade 
de rotação do rotor, A velocidade de rotação do rotor é medida por um tacogerador 
conectado ao rotor por meio de um par de engrenagens. O sinal do tacogerador é então 
realimentado para o amplificador diferencial, Assim, o sistema tem: 


+ Variável controlada: velocidade de rotação do rotor. 


. Valor de referêm o ajuste de tensão para a velocidade desejada. 


+ Elemento de comparação: amplificador diferencial 


«Sinal de erro; a diferença entre a tensão no ajuste da referência e a tensão 


realimenta 


temento de controle: amplificador. 


. Elemento de correção: motor. 


. Processo: rotação do rotor. 


+ Dispositivo de medição: tacogerador. 


. Realimentaç 


: negativa. 
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Potenciômetro para Amplífica a diferença 
ajuste da referência entre o valor de referência 


8 o valor realimentado 
Alimentação It k Engrenagem 
ce Mp Amplificador 
diferencial |— = 
UE NE i 


Medição de velocidade 


Figura 1.14 Controle de velocidade de um motor. 


Deparamo-nos com inúmeros sistemas de controle em nosso dia-a-dia. O ato 
de tentar pegar uma xícara de café de uma mesa requer um sistema de controle com 
realimentação. A mão que pegará a xícara deverá remover os obstáculos do caminho e 
ser posicionada corretamente, tal que os dedos segurem a asa da xícara da melhor maneira 
possível, visando levantá-la (Figura 1.15). Para controlar a mão de forma que a tarefa 
seja executada, a realimentação utilizada é a visão e o tato. Para esse sistema de controle 


temos: . 
+ Variável controlada: posicionamento da mão em relação à xícara. 
+ Valor de referência: posição da xícara. 


. Elemento de comparação: a pessoa. 


jada da mão. 


nça entre a posição real e a posi 


. Sinal de erro: a di 
- Elemento de controle: a pessoa. 

+ Unidade de correção: o braço e o pulso. 

. Processo: a dinâmica da mão. 

. Dispositivo de medição: observação visual. 


tá Realimentação: negativa. 


ss a 
Vad 
Es 
8) Os olhos observam a posicão 
E da mão om relação à xícara 


Movimentação do braço e do punho 
para corrigir a posição da mão 


Figura 1.15 Movimento para pegar uma xícara de café, 


Ern muitos sistemas de controle existem variáveis simples que devem ser 
controladas, como, por exemplo, o nível da água em um tanque, a velocidade de rotação 
de um rotor ou até mesmo a posição de uma mão. Entretanto, existem sistemas de controle 
onde mais de uma variável precisa ser controlada. O ato de levantar a xícara pode ser um 
exemplo desse tipo de sistema, quando não só a posição da mão é controlada mas também 
a pressão exercida pelos dedos ao segurar a alça da xícara. Existem assim dois ramos de 
realimentação: um relacionado com a posição fazendo a medição por meio visual e o 
outro relacionado com a pressão usando tato como elemento de medição (Figura 1.16). 
Esse exemplo pode ser visto como a forma básica do braço de um robô com uma garra 
projetada para levantar objetos na linha de produção. 
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Correção 
eae Braço e Posição 
xieara +) Uniiiada — Punho Ay Fred 

de controle, anrea: 
Segurar a pessoa sedin 
a A iaki =) Dedos E 
axicara + 
Observação! 
visual 


Direção da 
į a ps sobre), DR: 
estrada o volante Teias 


ad Dinâmica 
o controle | | do veículo 
Velocidade > | ETES || Volocidado 
desejada + X acelerador do carro 
— Jobservação 
visual 


Observação] 
visual 


Figura 1.17 Dirigindo um carro. 


«Variável controlada: direção do carro ao longo da estrada. 


° Valor de referência: direção desejada. 
Elemento de comparação: a pessoa. 
Sinal de erro: a dilerença entre a direção real e a dese; 
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. Elemento de controle: a pessoa. 
. Elemento de correção: as mãos no volante. 
. Processo: dinâmica do veículo, 


. Dispositivo de medição: observação visual. | 


«Variável controlada: velocidade do carro ao longo da estrada. 


. Valor de referência: velocidade desejada ao longo da estrada. 


o: à pess 


. Elemento de compara: 
Sinal de erro: diferença entre a velocidade desejada e a real. 
+ Elemento de controle; a pessoa. 

+ Elemento de correção: o pé nos pedais de freio e acelerador 


+ Processo: dinâmica do veículo, 


+ Dispositivo de medição: observação visual. 


-  Realimentação: negativa, 


EXEMPLO 4 


o líquido em um recipiente no nível desejado. Isto é feito 


Um operador mantém o nível de 
ala em um lado do tanque e ajustando 


observando o nível do líquido através de uma e 
a demanda do líquido abrindo ou fechando a válvula de controle (Figura 1.18). Para este 
sistema de controle pede-se: (a) a variável controlada, (b) o valor de referência, (c) o 
elemento de comparação. (d ) o sinal de erro, (e) o elemento de controle, (f ) o elemento 
de correção, (g) o processo e (h) o dispositivo de medida. 
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Figura 1.18 Exemplo 4. 


Solução 
* Variável controlada: nível do líquido no tanque. 


«Valor de referência: nível desejado provavelmente indicado por alguma 
marca no vidro do recipiente. 


. Elemento de comparação: a pessoa. 

. Sinal de erro: diferença entre o nível desejado e o real, 
+ Elemento de controle: a pessoa. 

- Elemento de correção; a válvula. 

+ Processo: a água no recipiente. 


. Dispositivo de medição: observação visual na escala, 


ESTRATÉGIAS DE CONTROLE 


O elemento de controle tem como entrada um sinal de erro e como saída um sinal quese 
tora a entrada da unidade de correção, tal que uma ação possa ser iniciada para eliminar o 
erro. Existem algumas formas de o elemento de controle reagir a um sinal de TO. Para um 
sistema em malha aberta, o tipo de controle mais conveniente é o on-off (liga-desliga), ações 
temporizadas ou sequência de chaveamentos temporizados. Um exemplo de controle on-off 


<a 
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é uma pessoa ligando um ar-condicionado para obier a temperatura desejada na sala, Um 
exemplo de uma sequência de chaveamentos temporizados é a operação de uma máquina 
de lavar doméstica (ver mais detalhes neste capítulo posteriormente), 


Para o controle em malha fechada os controles são do tipo on-off (duas 
Posições), controle proporcional ou controle proporcional combinado com alguma outra 
ação. No controle on-off, o sinal de erro, que é a entrada para o elemento de controle, ora 
é zero ora possui um determinado valor fixo, e a saída deste chaveia o clemento de 
correção nos estados ligado ou desligado (Figura 1.19). Assim, no caso de um sistema 
de aquecimento central controlado por um termostato, este dá uma saída que liga ou 
desliga o aquecedor dependendo do erro. Se a temperatura da sala cai abaixo de um certo 
valor, o termostato liga o aquecedor; se a temperatura sobe acima do valor desejado, ele 
desliga o aquecedor, 


Saída 


Pa o $ 
Erro 


Figura 1.19 Modo de controle de duas posições. 


No controle proporcional, a saída do controlador é um sinal que é proporcional 
ao erro: quanto n o, maior a saída (Figura 1.20). Isto significa que o elemento 
de correção receberá um sinal que depende da quantidade de correção necessária. A 
Figura 1.21 mostra um exemplo de um sistema de controle para manter o nível de líquido 
constante, Alterações no nível de liquido provocam um movimento da bóia e conseqüen- 
temente do braço pivotado a cla ligado. Este por sua vez muda a abertu álvula e 
afeta a razão na qual o líquido deixa o tanque. Quanto maior o erro no nível do líquido, 
maior a variação na abertura da válvula. 


ra da 
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Saída 


Erro 


Figura 1.20 Controle proporcional. 


Bóia Pivô 
HN 


Válvula 


Figura 1.21 Sistema de controle de nível proporcional. 


Como o controle proporcional apresenta uma série de problemas, é iedur, 

mente combinado com outras formas de c ntrole. No controle deriva; a spl a y 
elemento de controle é proporcional à taxa de variação do sinal de oti saa geo 
integral, a saída do elemento de controle é proporcional à integral do sinal d ese en Ea 
os instantes de tempo 1 = 0 e 4 Um exemplo simples de controle proporciona e 
ole derivativo é um veículo automático, onde o controlador toma decisão com base 
ão somente da posição do vefculo ma também de sua velocidade, isto é, 
camento. Com um controle proporcional apenas, O contro- 
orção do erro em relação à po! sição desejada - não leva em 
consideração a rapidez de variação do erro. O controle derivativo enxerga essa náo 
Assim, se o veículo se desviar muito rápido da trajetória desejada, com o contro ie 
erá uma ação corretiva maior do que se o veículo se desviar mais 
jada. A combinação do controle proporcional mais deriva- 

s rápido a desvios de trajetória desejada e corrigi-l 
adas serão discutidas com mais detalhes no 


contr 
na avaliação 
na taxa de variação do deslor 
lador dá uma resposta na prop 


derivativo oco! 
lentamente da t 
tivo é então capaz de responder m: 
As formas de estratégias de controle cit; 
Capítulo 8. 
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EXEMPLO 5 


Que tipo de estratégia de controle está sendo exercida nos seguintes sistemas de controle? 


(a) Um refrigerador. 


(b) Guiar um carro em uma estrada. 


Solução 


(a) No refrigerador, a temperatura é controlada por um termostato; assim, é 
provável que seja um sistema de controle on-off. 


(b) Este tem provavelmente um controle proporcional no qual a saída do 
controlador, isto é, o motorista girando o volante, é proporcional ao crro. 


CONTROLE DIGITAL 


O controle digital por meio de microprocessadores está sendo usado cada vez mais em 
sistemas de controle. A Figura 1.22 mostra a forma básica que pode ter um sistema de 
controle digital em malha aberta quando a entrada é um sinal de tempo contínuo, isto é, 
um sinal que varia continuamente com o tempo e de entrada digital, O sinal 
de entrada p: o por um conversor analógico-digital, que converte o sinal 
analógico em um sinal digital, um número codificado. O controlador digital tem um clock 
que envia pulsos em intervalos regulares de tempo. Cada vez que o conversor recebe um 
pulso ele envia um número codificado ao controlador digital, que implementa a estratégia 
de controle determinada por um programa armazenado. Este programa pode ser facil- 
mente alterado; isto significa que a estratégia de controle também pode ser facilmente 
alterada, e esta flexibilidade é uma grande vantagem sobre os sistemas de controle 
analógico, onde a estratégia de controle é determinada por hardware, O sinal de saída do 
controlador é também da forma digital. É convertido em um sinal analógico por um 
conversor digital-analógico, de forma que possa atuar no elemento de correção e então 
na variável do process 


provocar a variação de: 
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Figura 1.22 Sistema de controle digital em malha aberta de um sinal de tempo 
contínuo. 


Eis a sequência de passos que deve ser seguida nos quatro blocos que constituem 


o elemento de controle; A 
1. Esperar pelo pulso de clock, 
2. Fazer a conversão analógico-digital do sinal de entrada. 
Tratar o sinal de controle de acordo com à estratégia do programa, 


-analógico do sinal de controle, 


3 

4. Fazer a conversão digi 
5. Atualizar o estado da unidade de correção. 

6. Esperar por outro pulso de clock e repetir o ciclo acima. 


Já que a entrada é amostrada em cerios instantes de tempo, este sistema é 
chamado sistema de dados amostrados. A amostragem é um aspecto fundamental de 


sistemas de controle digital, 


A Figura 1.23 mostra a forma de um sistema de controle digital em malha 
fechada de tempo contínuo. O sinal de erro analógico do elemento de comparação é 
convertido em um sinal de erro digital por um conversor analógico-digital que age sobre 
o elemento de controle digital de acordo com a estratégia de controle e então é convertido 
em sinal analógico para o elemento de correção por um conversor digital-analógico, A 
seqüéncia de passos a ser seguida pelo elemento de controle é a mesma descrita 


um sistema em malha aberta. 


anteriormente p: 
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Sinai de Sinal 
erro digital analógico 
analógico — Computador 


Entrada 
A 


Conversor 
AD 


> | Contolo Convorsor A 
de Correção 
digital DA fatan 


Clock 


- f Medição | 


l 


Figura 1.23 Sistemas de controle digital em malha fechada de sinais de tempo continuo. 


Um simples computador digital pode ser usado para controlar variáveis dife- 
rentes, Por exemplo, a máquina de lavar doméstica mostrada na Figura 1.19 poderia usar 
um microprocessador como elemento de controle, Sistemas de controle digitais são 
usados em muitas aplicações, tais como; máquina de ferramentas, controle de acronaves 
e robôs, Para mais esclarecimentos sobre sistemas de controle digitais, ver Capítulo 9, 


MODELOS MATEMÁTICOS DE SISTEMAS 


Para entender o comportamento de um sistema é necessário obter o modelo matemático dele. 
Um modelo de um navio é uma réplica em escala menor do tamanho original. Nos modelos, 
os tamanhos relativos das várias partes estão nas mesmas proporções que as do tamanho 
original, isto é, existe uma redução na escala. Uma fotogralia pode ser considerada um 
modelo da cena fotografada, Um modelo matemático de um sistema é uma réplica das 
relações entre a entrada e a saída ou as entradas é as saídas, As relações reais que existem 
entre a entrada e a saída de um sistema podem ser escritas em expressões matematicas. 


Considerando o motor como um sistema, a entrada do motor é uma tensão V e 
a saída é a velocidade de rotação w do rotor. Para muitos sistemas existe uaa relação 
linear razodvel entre à entrada e a saida; ou seja. a saida é proporcional à entrada, Assim, 
se a entrada dobra, a saída também dobra, isto é, se a entrada é multiplicada por uma 
constante, a saída é multiplicada pela mesma constante, Ainda, se a entrada 1 gera a 
saída 1 e se entrada 2 gera a saída 2, então uma entrada igual à soma das duas entra: 
provocará uma saída igual à soma das saídas 1 e 2. Se existe uma relação linear entre a 
saída e a entrada para o motor, o modelo matemático é: 


w=GV 


1 
1 
t 
' 
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onde G é a constante de proporcionalidade. Esta relação implica que, se a tensão varia, 
deverá existir uma imediata variação correspondente na velocidade de rotação do rotor. 
Isto não acontecerá, já que o motor levará algum tempo para que o rotor adquira a nova 
velocidade, A relação de interesse é a relação entre a tensão e a velocidade em regime 
justou a qualquer variação na entrada. 


permanente, isto é, depois que o sistema já se aj 
Podemos então escrever a equação como: 


Valor em regime permanente de w = G (valor em regime permanente de V ) 


Portant 


ime permanente 


G=- - 
V em regime permanente 


A constante G é ch: a função de transferência ou ganho do sistema De 
mancira geral, podemos definir a função de transferência como a razão da saída em 
regime permanente pela entrada em regime permanente para um sistema ou um subsis- 


tema. 


N saída em regime permanente 
Função de Transferência G= "a 7 CE ORA ere (1 
entrada em regime permanente 

Por exemplo, se você introduzir uma moeda em uma máquina de barras de 
chocolate, obterá uma barra de chocolate dessa máquina. A função de transferência para 
o regime permanente é, assim. | barra/moeda, Considerando que o sistema é lincar, para 
uma entrada de duas moedas você obterá duas barras de chocolate. Um sistema de | 
medição de temperatura deve ter uma entrada de 10°C e gerar uma saída em regime 
permanente de 5.0mV. Tal sistema tem uma função de transferência de 0.5mV/'C. 
= nsiderando que o sistema é linear para uma entrada de 20°C, ída será de 10,0mV. Í 


O modelo matemático do sistema é: 


Resposta em regime permanente em mV = 0,5 x entrada em regime permanente em 


, entretanto, podem ter comportamento não-linear. Em muitos casos 
ares, contanto que os sinais de entrada sejam mantidos dentro de 


saída. Sistemas rea 
is sistemas são linea 
certos limites. Dessa forma, para a máquina de barras de chocolate, o sistema é lincar 
contanto que não se coloque mais moedas que o número de barras de chocolate existentes. f 
Um amplificador deve ser lincar somente para sinais de entrada acima de uma certa | 


T 
O exposto acima mostra um sistema que tem relação linear entre a entrada e a | 
| 


amplitude. 
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Em capítulos posteriores deste livro consideraremos definições de função de 
transferência que levam em conta não só o regime permanente da entrada e da saída, mas 
também as variações transitórias das respostas dos sistemas. No restante deste capítulo, 
os sistemas de controle serão representados por uma visão mais simples, com base nas 
discussões sobre o comportamento de sistemas em regime permanente. 


EXEMPLO 6 


Um motor tem uma função de transferência de 500rpm/volt. Qual será a velocidade de 
saída em regime permanente para esse motor quando a entrada é de 12V? 


Solução 


Pela Equas 


ída em regime permanente 


Função de transferência G = -=-~ aaa 
entrada em regime permanente 


então: 


Resposta em regime permanente G (entrada em regime permanente) 


u 


500 x 12 = 6000rpm 


MODELOS MATEMÁTICOS PARA SISTEMAS 
EM MALHA ABERTA 


Em muitas situações, a função de transferência de um sistema é composta de elementos 
em cascata, como na Figura 1.24. Os três elementos podem ser um sistema em malha 
aberta, desde que não possua realimentação, ou somente irês elementos em cascata em 
algum sistema maior. 


9 | Elemento 1 | 9 | Elemento 2 | *2 Elemento 3 | 8 


FT.G, | F.T. Ga ELG 


Figura 1.24 Função de transferência de um sistema em malha aberta. 


| 
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Para o elemento 1, 
entrada 0;. Assi 


a função de transferência Gy é a saída O; dividida pela 


Gi 


Para o elemento 2, a função de transferência G> é a saída 92 dividida pela 
entrada 8j. Assim: 


o 


ara o elemento 3, a [unção de transferência G3 é a saída O, dividida pela 
entrada (73. Assim: 


A função de transferência global do sistema é a saída Oo dividida pela entrada 


O; que pode ser escrita como: 


Portanto, para o sistema em malha aberta: 


21 


Função de transferência = G4 X G3 x G3 


A função de transferência em malha aberta é o produto das funções de transfe- 
Isto se aplica a elementos que estão concetados em 


ia dos elementos individu: 


EXEMPLO 7 


O sistema de medição usado com um sistema de controle consiste em dois elementos: 
um sensor e um condicionador de sinais em cascata (Figura 1.25). Se o sensor tem uma 
função de transferência de 0, ImA/Pa e o condicionador de sinal uma função de transfe- 
rência de 20, qual será a função de transferência do sistema de medição? 


A 


2 Cup 1 Sistemas de controle 2y 
} 
Sensor Condicionador ) 
FT. O, ImA'Pa de sinal F.T. 20 

EE E se A ) 

Figura 1.25 Exemplo 7. ) 

i D (2 
Solução 


O sensor e o condicionador de sinal estão em cascata, então a função de transferência |} 
combinada dos dois elementos é o produto das funções de transferência dos elementos 
individuais. À 


Função de transferência = 0,1 x 20 = 2mA/Pa 


MODELOS MATEMÁTICOS PARA SISTEMAS ) 
EM MALHA FECHADA ) 


A Figura 1.26 mostra um sistema em malha fechada simples. Se 0 é o valor de referência, 
isto é, a entrada, e 8o é o valor real, isto é, a saída de um sistema, então a função de ) 
transferência global do sistema de controle é; 


rj aidi Oy ) 
Função de transterência = - Sida 
entrada 
o, E a Sistema com q, 
ra — — função de E 
transferência G 
ES es ) 
Sistema de 
ma 
Realimentação / | "°91970 com 
’ 
Figura 1.26 A função de transferência para um sistema em malha fechada. b 


Cada subsistema dentro de um sistema global tem sua própria função de 
transferência. Se o sistema a ser controlado tem uma função de transferência G, cuja 
entrada é o sinal de erro e, e saída 0o, ) 
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Se a realimentação tem a função de transferência 7, cuja entrada é Bo, € saída f. 


PE: 
Ha 
O sina! de erro e é a diferença entre 0; e f, o sinal de realimentação f é uma 


medida da 


Substituindo por e e f, e pelas duas equações acima: 


6, 
pa O — HO, 


od Š + nJ- o; 
ofi + an ) =0 


Portanto, a função de transferência global do sistema de controle em malha 
fechada é: 


G BI 


AN ES Li 
Função de transferência = à “ron 


A equação acima é para realimentação negativa. Para realimentação positiva o 
denominador da equação torna-se (1 — GH). 


No sistema em malha fechada, G é chamado função de transferência do ramo 
direto. porque é a função de transferência que relaciona os sinais que se movem da 
saída, GH é chamado função de transferência de malha aberta, porque é 
ece na expressão como resultado de uma realimentação. 


entrada para 
o termo que apa 
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EXEMPLO 8 


Um motor de velocidade controlada tem um sistema motor-relé-amplificador com uma 
função de transferência de 600rpm/V e um sistema de medição na malha de realimentação 
com uma função de transferência de 3m V/rpm, como ilustrado na Figura 1.27. Qual é a 
função de transferência do sistema global? 


Amplificador-relé 
motor F.T. 600rpm/V 


Sistema de medição 
F.T. 3MV/rpm 


Figura 1.27 Exemplo 8. 


Solução 


O sistema terá realimentação negativa, e a função de transk 
Equação [3]: 


ia global é dada pela 


G 
U+ GH 


Função de Transferên 


600 
1 +6 x 0,003 


= 2l4rpm/V 


MODELOS MATEMÁTICOS PARA SISTEMAS 
EM MALHA FECHADA COM VARIOS 
ELEMENTOS 


Considere o sistema em malha fechada mostrado na Figura 1.28. A função de transferên- 
cia global pode ser obtida determinando-se primeiro a função de transferência para os 
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elementos em 


a. Se cles têm funções de transferência G1, G2 e G3, então a 
| combinação das funções de transferência é: 


elementos em'cas: 


Eunção de transferência dos =G1XG2xG3 


| 24) G 


er 


nl Figura 1.28 Função de transferência de um sistema em malha fechada com muitos 
elementos. 


O sistema de controle em malha fechada pode ser representado por um sistema 
equivalente mais simples com uma função de transferência Gy X Ga X Gy e realimentação 
H, como na Figura 1.29. A função de transferência global para este sistema é: 


+ Bi oro ae) e E (di 


x GpH | 


6 
ES) axaxa 2 


Função de transferência do sistema = - 


Figura 1.29 O sistema equivalente para a Figura 1.28. 


EXEMPLO 9 


Um sistema de controle de posição usado em uma máquina de ferramenta tem um 
amplificador em cascata com um chassi de válvulas deslizantes (valve-slider arrange- 
ment) e uma realimentação com um sistema de medição de deslocamento (Figura 1.30). 


Se as funções de transfe: 


Capt Sistemas de controle E 


ão dadas 


seguir, qual é a função de translerência global 


para o sistema de controle? 


Amplificador [crassi de válvu- 


Figura 1.30 Exemplo 9. 


las deslizantes 
AN F.T. 12mmma 


Medição 
ET. 3,0Vimm 


Funções de transferência; 


* amplificador: 20mA/V 


Solução 


O amplificador e o ch 
de transferência para 
transferência: 


Função de transferência dos elementos em cascata 


chassi de válvulas de: 


si de válvulas deslizantes estão em c: 
os dois elementos é o produto de sua 


zantes (valve-slider arrangement): 12mm/mA 


sensor: 3V/mm 


a, portanto, a função 
respectivas funções de 


= 2x 12 =240mm/V 


Esses elementos têm uma realimentação com função de transferência de 


30mV/mm. Assim, a função de transferên: 


Função de Transferência= — Ê 


a global do sistema de controle é: 
1 + GH 


= T + 240 x 0,030 


= 29mm/V 
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ERRO EM REGIME PERMANENTE 


O erro em regime permanente E de um sistema é a diferença entre a saída do sistema e 


sua entrada, ambas em regime permanente: 


ão de transferência de Gy 


0, 
(RR 

0; 
E=G 0-0 = UG 1) [5] 


“ara um sistema em malha aberta, o erro em regime permanente pode ser es 


usando-se a Equação [2]: 


E = GGG- 1) [6] 


dos elementos do sistema. Para que o 


onde Gy. Gz e Gy são as funções de transferêne 
erro seja zero, 0 produto Gi X G3 x Ga deve ser igual a um. O ajuste ou calibração do 
sistema deve ser sempre alterado devido a variações nas funções de transferência 
provocadas por mudanças ambientais que geram inevitavelmente erros em regime 
ha aberta, o erro em regime permanente, Equação 
uação [3]: 


permanente.Para um sistema em n 


[5]. pode ser escrito usando-se a E 


G 
E = 0; = 
, a 1] w 


onde G é a função de transferência do ramo direto, isto é G = 61626) para os três 
elementos em cascata com funções de transferência de Gy, G2, G3, e H é a função de 
transferência da realimentação. Para um erro zero em regime permanente temos G = | + 
Git, tal que GH + GH) seja igual a 1. Como num sistema em malha aberta, as funçõe: 
de transferência tenderão a variar com as condições ambientais. Entretanto, se GH é 


muito maior que 1, a Equação [7] aproxima-se de: 


i 
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Assim, variações nas funções de transferência dos elementos no ramo direto 
não têm efeito sobre o erro. Dessa forma, a sensibilidade de um sistema em malha fechada 
para tais efeitos é consideravelmente menor do que para sistemas em malha aberta. Esta 
é uma das maiores vantagens que os sistemas em maiha fechada têm sobre os sistemas 


em malha aberta. 


EXEMPLO 10 q 


A Figura 1.31 mostra um controlador com ganho 12 e um motor com uma função de 
transferência de 0,10rpm/V. 
ta) Qualo erro em regime permanente quando o sistema está em malha aberta 
e como o erro variará se, devido a mudanças ambientais, a função de 
transferência do motor variar de 10%? 


(b) Qual o erro em regime permanente quando o sistema está em malha 
fechada e a realimentação tem um ganho de | V/rpm e como o erro variará 
se, devido a mudanças ambientais, a função de transferência do motor 


variar de 10%? 


” ] 10 | 
Virpm | 
(b) 


Figura 1.31 Exemplo 10: (a) malha aberta, (b) malha fechada 
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Solução 


(a) Pela Equação [6], antes de qualquer v 


= 046/62 1) 


0412 x 0,10 — 1)=0,2 6; 
Se existe uma variação de 10% nã função de transferência do motor, isto 
é, 0,1 vpm/V, então: 


BIZ x 0,11 = 1) = 0,32 0; 


O erro será incrementado de 16 


(b) Pela Equação [7]: 


Peso tio 1 
EE A GGH 


e antes de qualquer variação: 


2x 
AA of 12 x 0,10 


- = (1,45 
1+ 12x 0,10 x 1,0 1] 543 0 


Se houver variações de 10% na função de transferência do motor, isto é, 
0,1 rpm/Y, então: 


2 1 
e=u[ do - 1)= 0,43 0; 


D+ 12x 0,11 x 1,0 


A variação no erro é consideravelmente menor do que a mudança ocorrida 
O sistema em malha fechada tem uma 


com o sistema em malha aberta 
sensibilidade muito menor a mudanças ambientais do que o sistema em 


malha aberta. 


EXEMPLO 1 


Um sistema de controle em malha fechada tem a função de transferência no ramo direto 
igual a 10. Qual deve ser a função de transferência da realimentação para um erro em 


regime permanente igual a zero? 
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Solução 


Pela Equação [7]: 


x G 
e-o(rém!) 


para erro zero, temos: 


G 
Tau 


para G = 10 vem: 
10= 14 10H 


desta forma, 11 deve ser igual a 0,9, 


EFEITOS DE DISTÚRBIOS 


controle é o efeito de distúrbios. Em 


Uma importante consideração em um sistema de 
um sistema de aquecimento doméstico em malha aberta, um aquecedor é ligado para 
obter a temperatura da sala em um valor desejado. O que aconteceria se uma janela fosse 
aberta e uma rajada de ar frio entrasse na sala? Podemos representar o distúrbio no 
. Nesse caso, o distúrbio Oq é somado 


diagrama em blocos do sistema como na Figura 
à saída do processo. Para tal sistema temos: 


04 = 130,4 Oa [81 


G,G,0, + Oy 


Figura 1.32 Distúrbio em um sistema de controle em malha aberta. 


38 — Engenharia de Controle Cap. l 


O termo Og é o erro em regime permanente somado ao sistema pela presença 
do distúrbio. 
Se o distúrbio foi somado ao sistema entre os elementos [e 2, como na Figura 


1.33, então: 


51630; + G204 [19] 


Bo = (G19; + OMG? 
Pa 


4 
E E ais 319, G,9 + 0, 
= pet GolG10, + 09) 


o 


Figura 1.33 Distúrbio em um sistema de controle em malha aberta. 


O termo G20g é o erro em regime permanente somado ao sistema pela presença 


do distúrbio. 


Em um sistema em malha fechada — por exemplo, o sistema de aquecimento 
e o ajuste do termostato não é alterado, uma janela é aberta e uma rajada 
podemos representar o sistema de controle sujeito a um 
na em blocos da forma mostrada na Figura 1.34. O s nal de erro 
ção. O sinal de saída do elemento 1 é a entrada 
f). A saída do elemento 2 é então GıGx9; - f). O 


doméstico — 
de vento frio entra na si 
distúrbio por um diagra 
é (0; 1). onde f é o sinal de re 
do elemento 2 e é igual a Gi(O; 
distúrbio é somado neste ponto e d 


alimenta: 


Os = GiGA0i -f ) + Oy 


Oa 


G1 Ga (0; =) + 0a 


Bo 


F GıG2 (0-1) 
t= Ho, 


Figura 1.34 Distúrbio em um sistema de controle em malha fechada. 
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Mas a realimentação f é H8o, portanto: 
Bo =G1G2(0;- 09) + Og 
Rearranjando: 


B1 + G1G2H) = 61620; + Ba 


Gy 1 
0 = 0 es 
I 1i GA J af i+ aiai) no 


O termo Og 1/1 + G1G3H)] é o erro em regime permanente que é introduzido 
no sistema pelo distúrbio. Se essa equação for comparada com a equação equivalente na 
situação em malha aberta, Equação [8], veremos que o efeito de distúrbio é modificado 
pelo fator 1 + GjG2H. Esta propriedade de modificar o efeito de um distúrbio é 
denominada rejeição à perturbação. 


Da 


G2[G1 (0-1) + 0a] 


Gi 7 Go Do 
m) 
Gi (0-1) Gi (0-4) + 0a 


f= H0 


mol 


w 


Figura 1.35 Distúrbio em um sistema de controle em malha fechada. 


A Figura 1.35 mostra o sistema em malha fechada com o distúrbio ocorrendo 
entre os dois elementos do ramo direto. Para tal sistema a entrada do primeiro elemento 
é (0i -f) e sua saída é G1(9; -f ). Combinada com o distúrbio Og dá a entrada do segundo 
elemento. Assim, a saída O, deste elemento é: 


Bo = GAGO- A) + Oal 


Como f = Ho, então, 


Bə = G21G1(8; - 195) + Oal 
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Simplificando ; 


Cs, t G04 


OL i GGN 


Gs 
) $ af je dig] tu 


O termo 04IG2/1 + G1G3H)] é o erro em regime permanente introduzido no 


sistema pelo distúrbio. Se esta equação for comparada com a de malha aberta, isto é, 
stúrbio é modificado para a malha fechada do 


Equação [9], veremos que o efeito do dis 
fator 63/01 4616341) e para a malha aberta de Gy: O Imor I/A + G Got) é uma medida 
de quanto os eleitos do distúrbio são modificados pela realimentação. Esta propriedade 
de modificar o efeito de um distúrbio é chamada rejeição à perturbação, 


Desta forma, não importa onde ocorra o distúrbio, seu efeito é reduzido pelo 
fator 1/(1 + GH), onde G é a função de transferência do ramo direto (G = GGyeH éa 
função de transferência da realimentação, Esta é uma das vantagens que os sistemas de 
controle em malha fechada têm sobre os sistemas de controle em malha abert eduzem 


mais os efeitos dos distúrbios nos sistemas. 
igna qualquer 
ir de sinais de 


Distúrbios podem surgir de várias formas, O termo distúrbio de 


sinal não desejável que afeta a saída do sistema, Distúrbios podem sur 
s diversas — por exemplo, a abertura de uma janela afetando o sistema de 
ndo o direcionamento do radar, ou um buraco 


fontes us n 
aquecimento de uma sala, ou o vento afe 
na estrada afetando a direção do motor do carro. Distúrbios podem também surgir dentro 


do sistema — por exemplo, ruído elétrico em um amplificador. 


EXEMPLO 12 


Ha amplificador eletrônico tem ganho 100. De quanto o amplificador rejeitara o ruído 
o amplificador tem uma malha de realimentação com ganho 10? 


gerado internamente si 


Solução 


y do efeito de um distúrbio pelo 


O efeito de adicionar uma malha de realimentação é a redug; 
fator 1/(1 + GH). Assim, o efeito do ruído é reduzido pelo fator 1/1 + 100 x 10) = 1/1001, 


Cupodo Siviemay do h “ 


SENSIBILIDADE A MUDANÇAS DE 
COMPONENTES 


Para um sistema em malha aberta, a função de transferência global é dada pela Equação 


[2] como: 


Função de transferência = Gy x Ga xX G3 


erência dos elementos do sistema, Mudanças 
s ambientais podem 


onde 61, G2 e Gy são as funções ns 
nas caracteristicas de tais elementos com o tempo e com as condiço 


resultar em mudanças na função de transferência. Por exemplo, se um dos elementos é 
um motor, então um aumento na fricção nos rolamentos pode resultar em uma diminuição 
na função de transferência para o motor. Uma mudança na função de translerência do 


elemento | de AG; implica uma alteração da lunção de transferência global para o sistema 


em malha aberta de; i 
Variações na função de transferência = AG; x G3 x Gy na 


a global é dada pela 


Para um sistema em malha fechada, a função de transferêni 
Equação [4]: 


Função de transferênci: 


onde Gi, Gz e G3 são as funções de transferência dos elementos do ramo direto e H é 


da realimentação, Se G4G2G3H é muito maior que 1, a 


a função de transferência 
expressão fi 


Função de transferência = 
ção de transferència =, 


Qualquer mudança na função de transferência — por exemplo, no elemento | - 
ão 


terá um pequeno efeito na função de transferência global. Isto contrasta com a situag 
wenos do 


em malha aberta; esta insensibilidade a mudanças nas características dos © 
ramo direto é uma das vantagens dos sistemas em malha fechada sobre os sistemas em 
malha aberta. Entretanto, uma variação na função de transferência da realimentaçã 
provocará uma variação correspondente na função de transferência global do sist 

sistema em malha fechada não é insensível a variações nas características de elementos 


na realimentação. 
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EXEMPLO 13 


“Um amplificador operacional tem uma função de transferência de malha aberta de 
200 000 e da realimentação de 0,1. Qual será a variação percentual na função de 
transferência global se a função de transferência do amplificador variar de 10%? 


Solução 


Para o sistema em malha fechada, pela Equação [3]: 
Função de transferência= E. 
1 + GH 


Inicialmente: 


Função de transferência = 


A variação poderia acarretar um ganho de 180 000 para o amplificador. A nova 
função de transferência é dada por: 


9,9994 


Função de transferênci 


A variação na função de transferência global é de 0,0001 e. portanto, uma 
io percentual de 0,01%. Assim, sem realimentação, o amplificador teria uma 
ão de 10% no ganho e, com realimentação, uma ão de 0,01%. 


vari 
varia 
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Em termos mecânicos podemos dizer que um objeto está em equilíbrio estável se, quando 
empurrado, ele retorna a sua posição original após cessado o impulso. Um exemplo é 
uma bola em repouso em uma superfície semi-esférica (Figura 1.36). Quando a bola é 
la, move-se de um lado para outro, mas, cessado o impulso, a bola logo retorna 
ão de repouso no centro da superfície. Entretanto, a posição seria instável se a 
semi-esférica — qualquer leve 
sse. 


empui 
à posiç 
esfera estivesse em repouso no outro lado da superfí 
toque faria a esfera rolar e ela não voltaria à posição original quando o impulso ce: 
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Retorna à Não retorna à posição 
posição inicial depois do impulso 


inicial depois 
do impulso AQ 


(a) (b) 
Figura 1.36 (a) Estável e (b) instável. 


Em geral, um sistema é dito ser estável se, quando sujeito a uma entrada limitada 
ou distúrbio, sua saída é limitada. Uma entrada ou saída limitada é aquela de tamanho finito. 
No caso da bola, a entrada é inicialmente zero seguida por um impulso que não continua 
indefinidamente, mas cessa depois de um certo tempo. A saída na condição de estabilidade 
acontece na seguinte situação: o impulso faz a bola deslocar-se de sua posição de repouso 
inicial, mas finalmente a bola pára e o deslocamento cessa. Na condição de instabilidade, o 
deslocamento aumenta, isto é, uma entrada finita pode gerar uma saída sem limites. 


A condição para estabilidade pode também ser expressa da seguinte maneira: 
se um sistema é estável quando sujeito a um impulso, a saída retorna a zero. 


Sistemas de controle em malha aberta são inerentemente estáveis. Uma entrada 
finita provoca uma saída finita que não varia indefinidamente com o tempo. Aumentar a 
função de transferência de um elemento no sistema não surte efeito na estabilidade do 
sistema. Para o sistema da máquina de barras de chocolate em malha aberta, colocar uma 
moeda apropriada acarreta a saída de uma barra de chocolate, e não a saída de todas as 
barras. Mesmo que haja mudanças na razão de troca, o custo de cada barra não terá efeito 


na estabilidade do sistema. 


s em malha fechada podem. entretanto, apresentar instabilidade. Tal insta- 
bilidade pode ocorrer como resultado dos atrasos de tempo que aparecem entre as mudanças 
na variável e o sinal realimentado resultante da resposta do sistema. Um exemplo disto 
poderia ser um sistema de controle para a mão de um robô ou a mão de um bêbado levantando 
uma xícara de café. A mão se move na direção da xícara de café e. suponha, passe à direi 
do ponto desejado, Esse desvio é percebido, e um sinal é enviado à mão para que e 
desvie para a esquerda. Este sinal continua na forma ideal até que a mão alcance o ponto 
desejado. Entretanto, se existir atraso de tempo no sistema, a ação poderá continuar por 
tempo demais, e a mão vai passar a posição desejada antes de o sistema reagir. A mão está 
então longe da esquerda. Um sinal é enviado para a mover-se para a direita. Novamente, 
devido aos atrasos, a mão passa a posição desejada e pára agora à direita do ponto desejado. 
Ociclo inteiro se repete com a mão indo para frente e para trás, para a direita e para a esquerda 
deste ponto. Assim, um distúrbio inicial pode gerar uma condição instável. A instabilidade 
depende da função de transferência do ramo direto. porque um ganho alto resulta em uma 


Sistema 


grande quantidade de movimento da mão durante o atraso de tempo. 
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Um outro exemplo de instabilidade pode ocorrer quando uma pessoa toma um 
banho e manualmente ajusta a temperatura da água por meio de torneiras. Suponha 
inicialmente que a água esteja muito fria. A demanda de dguaquente deve ser aumentada. 
Entretanto existe um atraso de tempo antes que a água quente thegue ao chuveiro. Assim, 
se à pessoa não esperar a resposta da temperatura da água, ela continuará Abentando a 
demanda de água quente. O resultado será que, quando a água quente chegar à6 chuveiro, 
ela ficará rapidamente muito mais quente que o desejado. A pessoa então aumentará a 
demanda de água fria. Novamente, devido ao atraso de tempo, alguns segundos decor- 
rerão antes de a água fria chegar ao chuveiro. Então a pessoa continuará aumentando a 
demanda de água fria. O resultado será que, quando a água fria chegar ao chuveiro, ela 
ficará rapidamente muito mais fria que o desejado. O ciclo será então repetido, fazendo 


com que a temperatura da água no chuveiro oscile grandemente, 


O exposto até aqui é só uma consideração sobre estabilidade, uma discussão 
com mais detalhes será vista no Capítulo 6. 


CONTROLE EM MALHA ABERTA VERSUS 
CONTROLE EM MALHA FECHADA 


As vantagens de se ter realimentação e, portanto, um sistema em malha fechada sobre 
um sistema em malha aberta podem ser resumidas como a seguir: . 


o dos valores desejado e real para a variável. 


1. Mais precisa na combinaçã 

2. Menos sensível a distúrbios. 

3. Menos sensível a variações nas características dos componentes. 

4. Aumento na velocidade de resposta e também na faixa de passagem, isto 
é, faixa de freqüência sobre a qual o sistema responderá. 

As desvantagens são: 

1. Perda no ganho, em que a função de transferência de um sistema em malha 


aberta é reduzida de G para GI + GH ) em o do ramo de realimen- 
tação com uma função de transferência H. 


2. Grande possibilidade de instabilidade. 
O sistema é mais complexo e, além de mais caro, também é mais propício 


ad 
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PROBLEMAS i 


5 


Explique a diferença entre sistemas de controle em malha aberta e em malha fechada. 


Quais dos seguintes sistemas são sistemas em malha aberta e em malha fechada? Explique. 


ferve. 


(a) Uma chaleira elétrica que desliga quando a dg 
(b) Um refrigerador. 
(c) Umu chapa elétrica sem termostato, 


Sinais de trânsito em um cruzamento de rua podem ser sistemas em malha aberta ou em 
malha fechada. Explique como os sistemas se diferencia 


Desenhe os diagramas em blocos dos subsistemas para os seguintes sistemas em malha 
fechada; 


(a) Uma câmera automática (revelação). 
(b) Um forno controlado por termostato. 


(c) Uma lâmpada automática que acende quando fica escuro e apaga quando clareia 


Explique a diferença entre as estratégias de controle on-off e proporcional, 


Que tipo de estratégia de controle deve estar sendo usada nos seguintes sistemas de 
controle? 

(a) Um refrigerador doméstico. 

(b) Uma torradeira de pão. 

(c) Levantar um copo de café. 


O sistema de controle automático da temperatura de um banho de líquido consiste em uma 
tensão de referência alimentando um amplificador diferencial. Este é ligado a um rele, que 
liga ou desliga a potência elétrica para o aquecedor de líquido. A realimentação negativa é 
utilizada no sistema de medição que fomece uma tensão no amplificador diferencial + 
Desenhe um diagrama em blocos do sistema e explique como o sinal de erro e gerado. | 


variação na 


Um sistema de medição de temperatura tem um termômetro que gera umu 
resistência de 0,00792/'C conectado a uma ponte de Wheatstone que provoca uma variação 
na corrente de 20mA/2. Qual é a função de transferência global do sistema? 
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9. Explique o que significa dizer que existe uma relação linear entre a entrada e a safda de um 
sistema, 


ão de um líquido ao longo de 


10. A Figura 1.37 mostra um sistema usado para controlar a va 


um cano, 


Un Explique como o sistema opera 


(h) Qual a fung: 
det 


o de transferência da realimentação se o medidor de vazão tem uma função 
ja de 2KPajm/s e o conversor pressão-corrente [Om AI 


anst 


ão tem uma 


(e) Qual a função de transferência do ramo direto se o conversor corrente pres: 
ão de transferência de GkPa/mA e a válvula de controle 0.1m, s/kPa? 


(d) Qual a função de transferência do sistema de controle? 


Valor de referência 


Elemento de 


comparação 


Conversor Conversor 
pressão -corrente corrente-pressão 
n 
ksi Liquido 
—| Medidor Válvula de pr 
— de vazão controle 


Figura 1.37 Problema 10. 


11. Qual o erro em regime permanente para um sistema de controle de temperatura em malha 
aberta que consiste em um controlador com uma função de transferência de 1,0 em cascata 
com um aquecedor cuja função de transferência é de 0,80°C/V? Qual será a variação na 
porcentagem do erro em regime permanente se a função de transferência do aquecedor 


diminuir de 1%? 
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12. 


13 


14. 


Qual o erro em regime permanente para um sistema de controle de temperatura em malha 
fechada que consiste em um controlador com uma função de transferência de 20 em série 
com um aquecedor cuja função de transferência é 0.80°C/V e uma ramo de realimentação 
com uma função de transferência de 10V/"C? Qual ser: ão percentual no erro em 
regime permanente se à função de transferência do aquecedor diminuir de 19%? 


Por que os sistemas em malha fechada são muito melhores na rejeição à perturbação do que 


os sistemas em malha aberta? 


Um sistema em malha aberta tem uma função de transferência K. Qual será o efeito 
deste sistema se a função de transferência for reduzida para VK? Qual seria o efeito se o 
sistema tivesse uma ramo de realimentação com uma função de transferência igual a 1? 


Quais as vantagens e desvantagens de um amplificador realimentado? 


MAKRON 
Toda 


NTRODUÇÃO ` 


Os modelos matemáticos dos elementos que fazem parte da malha de controle 
necessários para análise destes sistemas de controle. Existem equações que representam 
a entrada e a saida do sistema (ver Capítulo 1). A base para qualquer 
s fundamentais que regem o comportamento 
a fa de sistemas, incluindo 


a relação entre 
modelo matemático é dada pelas leis física 
de um elemento. Neste capítulo consideraremos um 
exemplos mecânicos, elétricos e térmicos. 


as, carros, guindastes etc, à partir de um ir 


Como uma criança construindo cas 
de blocos de construção básico, os sistemas podem ser representados por blocos, Cada 
bloco tem uma função cu propriedade. Considerando um exemplo simples, um circuito 
elétrico pode ser representado por blocos que mostram o comportamento de resistores, 


capacitores e indutores. O bloco do resistor tem a propriedade de uma resistência pura 
a pura. Se 


o do capacitor, de uma capacitância pura; e o do indutor; de uma indutâi 
combinarmos esses blocos de diferentes formas, poderemos construir uma variedade de 
s possiveis de entrada-saida poderão ser obtidas 


sistemas elétricos; e todas as relaçõe 
combinando-se esses blocos devidamente. Assim, um modelo matemático para um 
sistema poderá ser obtido. Um sistema construído dessa forma é chamado de sistema de 


parâmetros concentrados, já que cada parâmetro, isto é, propriedade ou função, é 


considerado independentemente. 


loy dle sistema m 


Posto que existe semelhança no comportamento dos blocos usados nos sistemas 
mecânicos, elétricos, térmicos e de fluidos, não há necessidade de diferentes formas de 
blocos matemáticos para diferentes tipos de sistemas. Este capítulo introduz os blocos 
des para gerar modelos matemáticos para sistemas físicos reais. 


básicos e suas combina 


BLOCOS DE SISTEMAS MECÂNICOS 


As formas básicas dos blocos mecânicos são molas, amortecedores e massa. As molas 


representam a rigidez do sistema; os amortecedores, as forças de oposição ao movimento, 
isto é, os efeitos de amortecimento e fricção; e us massas, a inércia ou resistência à 
ses blocos podemos considerar uma força como entrada e um 


aceleração. Em todos e: 
deslocamento como saída 


À voou = Fora gr 


1 Entrada, F Saida, x 
y Mola 


-i 
Variação no = 
comprimento x 


Figura 2.1 Um bloco mecânico: a mola. 


A rigidez de uma mola é descrita pela relação entre as forças F usadas para 
» ou compressão de uma mola, e v é o resultado da tração ou compressão (Figura 
2.1). No caso de uma mola onde a tração ou compressão é proporcional à forga aplicada, 


isto é, uma mola linear: 


bs dy HI 


onde k é uma constante. Quanto maior o valor de 4, maior a força para acionar ou 
ior a rigidez, Um objeto aplicando uma força 


mir a mola e, consequentemente, m: 
o de uma força exercida pela mola tracionada 
e igual em módulo à força 


compr 
para tracionar a mola recebe a reu 
(Terceira Lei de Newton). Esta força será em direção opost: 
usada para tracionar a mola, isto é, kx. 


O bloco de amortecimento representa as forças experimentadas quando nos 
esforçamos para empurrar um objeto através de um fluido ou para mover um objeto contra 
forças de atrito. Quanto mais rápido o objeto é empurrado, maiores as forças de oposiçã 
O amortecedor usado para representar essas forças de amortecimento que retardam o 
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movimento dos objetos consiste em um pistão movendo-se em um cilindro fechado 
(Figura 2.2). O movimento do pistão requer que o fluido de um lado do pistão flua através 
do pistão. Essa vazão gera uma força resistiva. No caso ideal, o amortecimento ou força 


resistiva F é proporcional à velocidade v do pistão. Assim: 


Fa 


onde v é uma constante, Quanto maior o valor de c, maior a força de amortecimento em 
ão do deslocamento x do pistão. 


uma dada velocidade, Se a velocidade éa razão da var 


isto é, v = dvdr, então; 


Pi 3 
“do lê 


= Fluido dia 
Entrada, F Saída, x 


Força E, | 
= Amortecedor 


Resistência 


DA 


Variação na 
posição 


| 


Figura 2.2 Um bloco mecânico: o amortecedor. 


ação entre o deslocamento x de um pistão, isto é. a saída, e a força 
axa de variação da saída, 


Assim. an 
como a entrada é uma relação que depende da 


O bloco que representa a massa (Figura 2,3) tem a seguinte propriedade: quanto 
o específica. A relação 


. maior a força requerida para dar uma acelera 
F ea aceleração a é (Segunda Lei de Newton): 


maior a ma: 


entre a for 


F=ma 


onde a constante de proporcionalidade entre a força e a aceleração é chamada de massa 
m. A aceleração é a razão de variação de velocidade, isto é, dy/dr, e a velocidade v é à 
o de deslocamento 1. isto é. v = dx/dy. Assim. 


razão de vari 


de o C pi 


I= masm 
dr dr 
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Força F Aceleração 
DD.) Massa [O 


Variação no deslocamento 


Entrada, F Saída, x 


Massa 


Figura 2.3 Um bloco mecânico: massa. 


É necessário energia para tracionar a mola, acelerar a massa e mover o pistão 
no amortecedor; entretanto, no caso de uma mola e uma massa, podemos recuperar a 
ão. A mola, quando tracionada, armazena energia, 
armazenada 


energia, mas, no caso do amortecedor 
que é liberada quando a mola retorna a seu comprimento original. A energia 


kx? . A força F = kx pode ser escrita como: 


quando ocorre um deslocamento x é à 


ta] 


Existe energia armazenada na massa quando ela se move com velocidade v. 
Essa energia, chamada E cinética, é liberada quando o movimento cessa. 


5 


Entretanto, não existe energia armazenada no amortecedor, Ele não retorna à 
posição original quando não existe nenhuma força o impulsionando. O amortecedor 
dissipa mais energia do que armazena — a potência P dissipada depende da velocidade v 
e é dada por: 


x 161 


A mola, o amortecedor e a massa são os blocos para a representação de sistemas 
mecânicos de forças e deslocamentos retilíneos. Quando o movimento implica rotação, 
então os três blocos equivalentes são uma mola torcional, um amortecedor rotativo e o 
momento de inércia, isto é, a inércia de uma massa rotativa. Para tais blocos a entrada é 
o torque e a saída é o ângulo de rotação. Com uma mola torcional o ângulo O é 
proporcional ao torque 7. Assim: 


T=40 171 
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Em um amortecedor rotativo, um disco gira dentro dó fluido p o torque resistivo 
é proporcional à velocidade angular œ. Como a velocidade ahgular é a razão da variação 
do ângulo, isto é, do/dr, 


do E 
% [8] 


cw = 


O bloco de momento de inércia tem a seguinte propriedade: quanto maior o 
ior o torque necessário para provocar uma aceleração angular O. 


momento de inércia m 


a 


o angular é a razão da variação da velocidade angular, 


+ Se a acelera 
dw/dt, e a velocidade angular é a razão da variação do deslocamento angular, então: 


[9] 


A mola torcional e a rassa rotativa armazenam «energia, ao passo que O 
amortecedor rotativo dissipa energia. A energia armazenada em uma mola torcional 


quando gira de um ângulo O é } kO? e se T = KO, ela pode ser escrita como: 


ETS i0 
r : 1o 


A energia armazenada por uma massa rotativa com uma velocidade angular w 


é a energia cinética E, onde: 


o com uma 


A potência P dissipáda por um amortecedor quando está em opera 
velocidade % é: 


P=co? [12] 

A Tabela 2.1 mostra as equações definindo as características dos blocos meçâ- 
nicos para o caso de deslocamentos retilíneos (chamados translacionais), uma força de 
entrada F e um deslocamento de saída x e, no caso de rotação, um torque T e um 


deslocamento angular 8. 


isto é 
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Tabela 2.1 Características dos blocos mecânicos. 


Blocos Equação Energia armazenada/ 
potência dissipada 
Armazenamento de energia CP 
Mola translacional F=kx E= ł a 
i T? 
Mola torcional T = kð E= i k 
Massa 1 m? 
Momento de inércia T=1 te 
t 
Dissipação de energia 
Amortecimento transiacional F=c E P=ov2 
s do 2 
Amortecedor rotacional T=c dt P= ow 


CONSTRUINDO UM SISTEMA MECÂNICO 


ão constituídos apenas por uma massa, uma mola e um amortecedor 
entre a força e o 


Muitos sister 
combinados, como mostra a Figura 2.4. Para determinar a re 
deslocamento do sistema, devemos considerar somente uma massa e uma força agiado 
sobre o corpo. Um diagrama de massa e forças é chamado diagrama de corpo livre. 
Quando várias forças agem sobre um corpo simultaneamen resultante pode ser 
determinada pela soma de vetores. Se todas as forças agem na mesma linha ou linhas 
ignifica que a resultante (ou o conjunto de forças que agem no bloco) é 

ssas forças. Assim, para a massa na Figura 2.4, se considerarmos 
das à massa é a força 


paralelas, isto s 
a soma algébri 
somente as forças agindo no bloco, o conjunto de forças apl 
aplicada F menos a força resultante da tração ou da compressão de uma mola, e menos 


a força do amortecedor. Usando as Equações [1)e [2]: 
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Somatório de forças aplicadas à massa m = F — kx — cv 


[2 
it do ias der 
onde v é a velocidade na qual o pistão no amortecedor e a massa estão se deslocando. 
Esse conjunto de forças é a força aplicada à massa que provoca a aceleração. Pela 
Equação [3]: 


dy 
Somatório de forças aplicadas à massa = ma =m (5 
Portanto: 
dr dr já 
de mar 113] 
m Fr + kx , 
2) Força devida à mola 
A W Entrada, F | Sistema | Saída, x 


2 Massa |— F A massa-mola- 
A re amortecedor 
$ Hi Es 


Força devida x Desloca- 
ao amortecedor mento 


Figura 2.4 Sistema massa-mola-amortecedor. 


Esta equação diferencial descreve a relação entre a entrada de força F para o sistema e 
o deslocamento de saída x. 


equação é usualmente escrita de forma diferente, onde as constantes m, € 
ncia de amortecimento, a massa m em 


Essa 
são substituídas por outras constantes. Na aus 
uma extremidade da mola oscilará com uma fregiiência angular natural On dada por: 


con = Vm 


O movimento é entretanto amortecido, uma razão de amortecimento % é usada 
para definir a extensão do amortecimento. Essa razão de amortecimento (ver Capítulo 3 
para uma explicação desta relação) é dada por: 


€ 


=, Vono 


A equação torna-s 


1141 


wz dr 


Muitos sistemas podem ser construídos por combinações de blocos de mola, 
amortecedor e massa. A Figura 2.5(a) mostra o modelo para uma máquina montada no 
chão e serve de base para estudar os efeitos dos distúrbios gerados pela sua montagem 
nos deslocamentos da base da máquina. A Figura 2.5(b) mostra um modelo para o volante 
e a suspensão para um carro ou caminhão que pode ser usado para o estudo do 
comportamento esperado do veículo quando guiado por uma estrada irregular, servindo 
como base para o projeto da suspensão do carro. O procedimento a ser adotado para a 
análise de tais modelos é o mesmo esboçado anteriormente para um simples modelo 
massa-mola-amortecedor, Um diagrama de corpo livre é desenhado para cada massa no 
stema; tal diagrama mostra cada massa independentemente e as forças que agem sobre 
elas. Então, a resultante das forças que agem em cada massa é igual ao produto da massa 
pela aceleração. 


Modelos semelhantes podem ser construídos para sistemas rotativos. Para 
determinar a relação entre o torque e o deslocamento para o sistema, devemos considerar 
um bloco de massa rotacional e os torques agindo sobre essa massa. Quando vários 
torques agem sobre um corpo simultaneamente, sua resultante equivalente simples pode 
ser determinada somando-se, em cada direção, os torques em questão. Assim, um sistema 
envolvendo um torque sendo gerado para girar uma massa na extremidade de um eixo 
(Figura 2.6(a)) pode ser representado pelo bloco rotacional mostrado na Figura 2.6(b). 
Esta é uma situação comparável à analisada anteriormente (Figura 2.4) para deslocamen- 
tos lineares e dá origem a equações semelhantes às dadas em [7] e [8], a saber: 


ro 10 
Stem AMO =T us) 
u? “de 

[do 2tdo T 


due 116l 


o dr m dr 
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já | 
onde œp é a fregiiência natural angular para rotações angulares 'g É é a razão de 
amortecimento para o movimento angular com: T 


On = vazD 


a 


o MO 


$= ou 


Saída, deslocamento 


Massa do 


E 


Saída, deslocamento 
| Massa da 


Massa suspensão 


Suspensão 


[=] Pneu 


Estrada 
— Base 
Entrada, força E Entrada, força 


(a) nú (b) 


Exemplos: de modelos mecânicos: ( 
(b) o volante de um carro ou caminl 
estrada. 


(a) uma máquina montada no chão e 


Figura 2.5 hão movendo-se ao longo de uma 
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Deslocamento angular 
o Resistência 
Z ' torcional 
Torque 2 À Toque 
3 i 3-0000 | i 
1 
E [ari 
= US EN 
3 Resistência 
torcional 
(a) (b) 
Figura 2.6 (a) Girando uma massa em uma extremidade de um eixo e (b) o modelo 
em bloco. 
Exemplo 1 


Determinar a equação diferen: 
saída de deslocamento x para o 


descrevendo as relações entre a entrada da força ea 
sistema mostrado na Figura 2.7. 


NS 


x Deslocamento -» 


EN 


Figura 2.7 Exemplo 1. 


Solução 


O conjunto de forças aplicadas à massa é F menos as forças resis 
cada uma das molas. Se elas são, pela Equação [1], Riv e k2x, en 


entes exercidas por 


Somatório de forças = F — kx — kpx 


Se o somatório de forças causa uma aceleração da massa, então, pela Equação 
BI: 
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D dx Solução 
ao Somatório de forças = m 5 
) dr O primeiro passo é considerar a massa | e as forças que agem sobre ela (Figura 2.9). 
) Estas forças são as exercidas pelas duas molas. A força exercida pela mola inferior é um 
Portanto: resultado da tração na mola. A quantidade tracionada é (xı — x2). Dessa forma, a força é 
e; at ki(x1 — x2). A força exercida pela mola superior é devida à tração que está sendo sofrida 
) m < = F = kx — kx por (x2 = x3) e então é k2(x3 — x2). Assim, o somatório de forças que agem sobre a massa é: 
r o 
j | Somatório de forças = ki(12 = 11) = kara = 12) 
; dx 
) nad RA ox = F Este somatório de forças provocará uma aceleração na massa. Assim: 
) 
dx 
y m G = a(o =a) = lots — 19) 
Exemplo 2 
) . : PA : 4 vi 
) Determinar a equação diferencial que descreve o movimento da massa my na Figura 2.8 Mas a força que causa a distensão na mola inferior é F. Assim: 
) quando a força F é aplicada. FaR 
) A equação pode ser escrita como: 
jo ni 
[i x 
) Xj +k = 49) =F 
| 
) ha | 
ý Força exercida pela | 
mola superior | 
) m 
mM 
) i X4 E | 
E « | 
ki Força exercida pela t 
) mola inferior 
S Figura2.9 Exemplo 2. 
E xD y 
) Figura 2.8 Exemplo 2. Exemplo 3 
) Um motor é usado para acionar uma carga. Imaginar um modelo e obter a equação 
PS diferencial para ele. 
! ) 
| 
3 | 
| 
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Solução 


a na Figura 2.6(a), e o modelo é o mostrado na Figura 


a situação é a mesma des 
2.6(b). A equação diferencial é a Equação [9], isto é: 


a do 
Ha o 


BLOCOS DE SISTEMAS ELÉTRICOS 


Os blocos básicos de sistemas elétricos passivos são indutores, capacitores e resistores A 
variação da corrente (di/dr) através dele 


diferença de potencial v em um indutor depende 


di 
Lã 117] 


. O sentido da diferença de potencial é contrário ao da fonte de 
e é, portanto, chamada força 


onde L é a indutânci 
excitação usada para gerar à corrente através do indutor, 
contra-eletromotriz (fcem). A equação pode ser rearranjada para: 


a 


| 
i=j fva [18] 


| sobre ele depende da carga q 


Para um capacitor, a diferença de potenci 
armazenada nas placas do capacitor em um determinado instante, 


4 
a 7 [19] 


v= 
onde C é a capacitância. A corrente i através do capacitor é dada pela razão da carga em 
movimento nas placas do capacitor, isto é: 


dg 
dr 


a carga total q nas placas é dada por: 


q= fiu 
q 
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e a Equação [19] pode ser escrita como: 
J iwr [20] 
dv dg 
dr Cdr 
e, ainda, se į = dq/dt: 
„dv 
121] 


dr 


A diferença de potencial v sobre um resistor em qualquer instante depende da 


corrente i através dele: 
v=Ri 122) 


onde R é a resistência, 


O capacitor e o indutor armazenam energia que pode ser liberada posteriormen- 
te. Ọ resistor não armazena energia; ao contrário, dissipa. A energia armazenada por um 
indutor percorrido por uma corrente i é: 


E =iLi? 123) 


A energia armazenada por um capacitor sujeito a uma diferença de potencial v é 


[24] 


or quando existe uma diferença de potencial 


A potência P diss 
v aplicada sobre ele é: 


ipada por um re 


[25] 


ti ad A CA o ad 
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A Tabela 2.2 mostra as equações definindo as características dos blocos elétri- 
cos quando (a) a entrada é a corrente e a saída é a diferença de potencial e (b) quando a 
“entrada é a diferença de potencial e a saída é a corrente. 


Tabela 2.2 Características dos blocos elétricos. 


Equação Energia armazenada/ 


Blocos 
potência dissipada 
(a) (b) 
“Armazenamento de energia 
di di a Lê 

Indutor vmit i=j fvt li 

i 1 A dv 1t 
Capacitor v= gl i=09 E=jov 


Dissipação de energia 


mis 


Resistor v 


CONSTRUINDO UM MODELO PARA UM 
SISTEMA ELETRICO 


As equações descrevem como os blocos elétricos podem ser combinados utilizando as 
leis de Kirchoff. Estas leis podem ser expressas como: 


(a) 1° lei: A corrente total que flui em direção a um nó é igual à corrente total 
que deixa este nó, isto é, a soma algébrica das correntes nos nós é zero. 


(b) 2º lei: Em um circuito fechado, a soma algébrica das diferenças de 
potencial em cada elemento é igual à força eletromotriz aplicada. 


Uma forma conveniente de utilizar a 1º lei é chamada análise nodal, já que a 
lei é aplicada a cada nó principal de um ci uito — um nó sendo um ponto de conexão ou 
junção entre os blocos ou elementos de circuitos, e um nó principal sendo aquele onde 
três ou mais ramos do circuito se encontram. Uma forma conveniente de utilizar a 2º lei 
é chamada análise de malha, já que a lei é aplicada a cada malha — uma malha sendo um 
percurso fechado ou um loop que não contém outro loop. 


Para ilustrar o uso desses dois métodos de análise para gerar as equações, 
gura 2.10. 


considere o cireuito mostrado na 
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R hab R 


dO f a 


Figura 2.10 Circuito para ilustrar análise nodal. 


Todos os componentes são resistores neste exemplo ilustrativo. Pela análise 
nodal, o ponto A na figura tem uma tensão v4 em relação a outro nó principal tomado 
como referência -- nesse caso, o nó B. Considerando todas as correntes entrando e saindo 
do nó A, e de acordo com a Primeira Lei de Kirchoff: 


A corrente que passa por Rj é i1, e a tensão neste resistor é (v — vA); assim: 
iR=v- va 

A corrente em Rg é iz; e como a diferença de potencial em R2 é va, então: 
iR = v4 


A corrente ią passa em R3 em série com R4 e existe uma diferença de potencial 
va sobre a combinação. Assim: 


ia(Ra + R4) = vA 
Equacionando as correntes, temos: 


veva VA va 
ES ea 
Ri Ry Ry+R4 
Para ilustrar o uso da análise nodal para o circuito na Figura 2.10, é fregiientemente 
conveniente supor que existem correntes circulando em cada malha da forma mostrada na 
Figura 2.11. Assim, a Segunda Lei de Kirchoff é aplicada em cada malha. Para a malha com 
a corrente ij circulando, se a corrente circulando em R4 é ij e em Rg é (iy — i2): 


iyRy + (ii = i2)R2 


i(Ri + R3) iara 
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pa be 


Figura 2.11 Circuito para ilustrar a análise de malha. 


ulando, e já que não 


a malha com corrente (2 ci 


De forma semelhante, pa 


existe nenhuma fem; ; í 
O = izR} + i2R4 + (i2— i)R2 
Rearranjando a equação temos: 
ia(R3 + R4 + R2) = iR3 


Substituindo por iz e usando essa equação na equação para a primeira malha 


temos: 


NRS 
ve bi ÃO ERE GER 


HCRiR3 + RiRa + RiRa + RaRa + RRI) 


ig R3 + Ri + R3 


Em geral, quando o número de nós em um circuito é menor que o número de 
é mais fácil empregar a análise nodal. 


Um sistema elétrico simples consiste em um resistor e um capacitor em série, 
como na Figura 2.12. Aplicando a Segunda Lei de Kirchoff ao percurso fechado, temos: 


VREG 


Eme 


tv 
—o 


Figura 2.12 Sistema resistor-capacitor. cá 


onde vg é a diferença de potencial no resistor € vc é diferença de potencial no capacitor 
Como se trata de uma só malha, a coi 
mesma, i. Se a saida do circuito é a diferença de potencial no capacitor, ve, e de acordo 
conas Equações [21] e [22], vp = iR e i= C (dve/d): 


Ate em todos os elementos do circuito será a 


v=it+ ro 
dve 
Aae oas 126) 


que dá a relação entre a saída vc e a entrad; 


A Figura 2.13 mostra um sistema resistor-indutor-capacitor. Aplicando a Se- 
gunda Lei de Kirchoff à malha do circuito: 


VE Meta vo 


vf iz 


Figura 2.13 Sistema resistor-indutor-capacitor. 


onde va é a diferença de potencial no resistor, vz, é a tensão no indutor e vc é a tensão no 
capacitor. Como existe somente uma malha, a corrente i será a mesma em todos os 
elementos do circuito. Se a saída do circuito é a diferença de potencial no capacitor vc, 
e de acordo com as Equações [21] e [17], vz = iR e vz = L(dildt): 
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E di 
v=iR+ Lī + ve 


Mas, de acordo com a Equação [22]: 


dve 
di 


Assim: 


di Adrç/d) d 
c fo so 


de dr dr 
Portanto: 

dvc dre 
= am 4 LC = + ve 
v= RC a + LC a vc 


A Figura 2.14 mostra um circuito elétrico com di 


[271 


uas malhas. Aplicamos primeiro 


a análise nodal ao problema, para determinar a relação entre a diferença de potencial vc 
no capacitor e a tensão de entrada v. O ponto A na Figura 2.14(a) tem um potencial va 


relativo ao nó B. Para o nó A: 


n=ioti 


Figura 2.14 (a) Análise nodal e (b) análise de malha. 


[28] 


(b) 


A diferença de potenciat em Ri é (v = va): assim: 


inRi=v=1a 
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A diferença de potencial em C é va, portanto pela Equação [21]: 


dr, 
baea 


A corrente i> aumenta a diferença de potencial vc no capacitor, portanto pela 


Equação [21]: 


die 


h= 


A condição para as correntes no nó A, Eq 


A diferença de potencial na combinação série de R2 e C2 é va, então: 


vA = ink + ve 


dre 


va = RC 


dr 


+ ve 


Diferenciando: 


dra 


= = Rj; 
dr Ae) de 


d? 


vc dic 


+ 


ação [28], torna 


Substituindo por v4 e dva/dt na Equação [29], temos: 


R Ri 


Portanto: 


= RRGC 


vo RO de ve 


dr 


gi 
ARO ANa 


RiRC1C2 


e 
ir 


RC + RIC2 + RC 


À ROE s 
2 1 dê 

dve i 
dr É RIRC 


+C 


dve 


Far 


129] 


[Bol 
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| 
A equação anterior pode também ser «l 
como na Figura 2. 14(b). Aplicando a Segunda Lei de Kirchoff na malha com corrente 


1 
vaite f a = iae 


Rearranjando: 


TE E fia- A f iae 
Aplicando a Segunda Lei de Kirchoff à malha de corrente i2: 
O = iR + ve + é fo -= idt 
1 
Rearranjando: 


; lf, L R 
0 = ir vcr o Vinde faa 


Como: 
dve 
= ĉi- 
E AATA 
e 


w= E J iae 


ão [32] pode ser escrita como: 


então a Equa 


dy Cro d 
aRar eta TE fiae 


Diferenciando: 


dye de Cade i 
Dis faca a c Ci L] 


Ww > 
Bi 
«gi | 
[32] 
[i 
i 
x É 


dedo 
haal 


la pela análise de malha do circuito, | 
: j 
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Portanto: 


5 dive dre 
i= ROC, 75 C| ae 
1 2C T + (Ci + O) d 
j 
Substituindo j; na Equação [31], temost 


e uv dic 
+ +C)- v—— 
(Cy + Ca Cir + Bala ar 


v = RjR2C3C4 ~- 
di 


Á 
(Ci + Ca) 1 i 
o a indr 
Mas 
1 
f indi 
Rearranjando: 
RICI + RCo + RC di, O L 
RIRC C2 de * RiIRCC E 


gs 
RiR2C1C3 


que é igual à Equação [30] obtida pela análise nodal 


Exemplo 4 


Determinar a relação entre a saída, a diferença de potencial no indutor v) e a entrada v 
para o circuito mostrado na Figura 2.15. 
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Figura 2.15 Exemplo 4 


Solução 
Aplicando a Segunda Lei de Kirchoff à malha do circuito: 
varp t v 


onde vg éa diferença de potencial no re istor R, e vz é a diferença de potencial no indutor, 
o [31]. vg = iR, então: 


De acordo com a Equ 
v=iR av 
De acordo com a Equação [18]: 


1 
i=] frw 
Assim: 


R 
v= È f vede v 


Exemplo 5 


a relação entre a saída, a diferença de potencial no capacitor ve. e a entrada 
ura 2.16. 


Determin, 


v para o circuito mostrado na Fis 


Ligas É Cap.2 Modelos de 7 
R hAi 
iz 
"| LE oT 
=) 
B 


Figura 2.16 Exemplo 5. 


Solução 


Pela análise nodal, o nó B é tomado como nó de referência, e o nó A tem um potencial 
ando a Primeira Lei de Kirchoff ao nó A. temos: 


va relativo a B, Apli 


ip=iz+ ią 


vV= VA 


1 
ay fraw 


dra 
ty 
dr 
Portanto: 
v dA ha 


1 4 
ar IEE 


R dr 


Mas vc = va. Assim, com alguns rearranjos: 


„dre R 
TERCA ENCES frew B3) 


se de malha (Figura 2.17). Assim, 


A resposta pode também ser obtida pela a 
para a malha na qual a corrente ij está circulando: 


j ' E 1 ORAS a asp > 
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dih = é Ria Uig 
rari +L 134) i=j fwase T 
Substituindo por ij na Equação [37]: 
R 

E ) 

R «vo 
E bri; Í vcdi + RC U a i 

| dO De i 

| h TEA ) que é igual à Equação [30] determinada pela análise nodal. ) 


Figura aa7 Eromi ANALOGIA DE SISTEMAS MECÂNICOS COM 
SISTEMAS ELÉTRICOS a 


corrente i> está circulando; 


Para a malha na qual 


hi Loi) 1351 Os blocos para sistemas elétricos e sistemas mecânicos têm muitas semelh ngas. Por 
j A a dr exemplo, o resistor elétrico não armazena energia, mas a dissipa, quando unia corrente k 
| | io percorre, sendo dada por: a 
Portanto: ) 
v si 
n i= ) 
i VOEE i ES) i dtir = ia) 136) R i 
| o dr dr E 
Fi H onde R é uma constante, e a potência P dissipada é; td 
| Assim, a Equação [34] torna-se: i, 
i i 
1 ' i ) 
) v=Rijáve 137) ES "i 
i 
l Integrando a Equação [36]: O análogo mecânico do resistor é o amortecedor. Ele também não arma. 
energia, mas a dissipa, quando sofre a ação de uma força F relacionada à velocidade v pe 
| fois Liz- i) 
! f Fk 
| Mas: r O RNE 
onde c é uma constante, e a potência P dissipada é: 
| 
| iiir Pze? 
| Partint: t Ambos os conjuntos de equações têm formas semelhantes. Comparando essas 
a equações, temos a corrente análoga à força, a diferença de potencial análoga à velocidade 
dve e a constante de amortecimento ¢ recíproca da resistência, isto é (1/R). Essas analogias 
f vca =- 1c a th i entre corrente e força, diferença de potencial e velocidade se mantêm para outros blocos, 
i A Tabela 2.3 mostra as equações análogas. 


U AZ 


2 
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Blocos Equação Energia/potência CA’ 
Armazenamento de energia 
Pars ER. 1 
Indutor i=} [wt EsTali É 
NF? 
Mota translacional Feks» k| wt E e k 
(Te 
Mola torcional T- koek] ade E k 
2 k 
Capacitor ie oH E= jev? c 
e E ja 
Massa F fa =M a E = amv m 
2 
Momento de inércia To SB -a Eh? 1 
dt dt 
Dissipação de energia 
e Eae o a 1 
Resistor Ae P A" A 
Amortecimento translacional F = cv P= cv? o 
Amortecedor rotacional T= co P = cW? c 
* Constantos análogas. 
12.18(4). 


Considere a analogia elétrica para duas mola 
plicada ao conjunto, então a força que atua em cada 
isto e, A, O equivalente elétrico de força é a corrente i e os equivalentes das molas são 
os indutores. Como a mesma força é aplicada a cada uma das molas, então a mesma 
corrente circula em cada um dos indutores. Este é o caso quando os indutores estão em 
série (ligura 2.18(b)). Para a mola 1, o equivalente de ky é uma indutância 1/L; para a 
2, o equivalente de k é uma indutância 1/L2. 


mola é a mesma, 


Quando a força | é 


mol 
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k É Molat L= 1k 
F i 
k É Molaz l= Uh, 
F i 
(9 fis 


2190), 


s forças aplicadas a 


F=f + Fa 

O equivalente elétrico é: 

i=i+iz 

Assim, a corrente total deve ser igual à soma das correntes nos indutores 


equivalentes. Este é o caso quando os indutores estão em paralelo (Figura 2.19(b)). Para 
a mola 1, o equivalente de kı é uma indutância de 1/L4; para a mola 2, kz é equivalente 


al/Lo. 
Lia 1k | Lo = Who 
h pi iz 
i 


(b) 


Figura 2.19 Analogia mecânica e elétrica. 


A Figura 2.20(a) mostra um sistema mecânico envolvendo uma mola e uma 
à. O somatório de forças que agem na massa é: 


Somatório de forças que agem na massa = F — somatório de forças exercidas pela mola 


eee. TT oo 
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Assim: 
F = somatório de forças exercidas pela mola + somatório de forças que agem na massa 


O sistema tem um equivalente elétrico, já que um indutor é o equivalente de 


uma mola é um capacitor de uma m: 


i = corrente no indutor + corrente no capacitor 


Este é o caso quando os componentes estão em paralelo. A analogia elétrica é 


mostrada na Figura 2.20(b). 


Lo Wk 


(a) 


Figura 2.20 Analogia mecânica e elétrica. 


A Figura 2.21 mostra um sistema mecânico com uma mola, um amortecedor e 
agindo sobre a massa é: 


uma massa. O somatório de força 


F — força exercida pela mola — 
força exercida pelo amortecedor 


Somatório de forças que agem na massa = 


Assim: 


F = Somatório de forças que agem na massa + força exercida pela mola + 
força exercida pelo amortecedor 


O equivalente elétrico, sabendo-se que um indutor é equivalente a uma mola, 
um capacitor a uma massa e um resistor a um amortecedor, é: 


i = corrente no capacitor + corrente no indutor + corrente no resistor 


mostrada na Figura 2.21(b). 


e é o caso quando os componen! 


Cip 3 Mudolos de site 


ss estão em paralelo. A analogia cletrica é 


i [a vef e= v Com 
m | l 
F 
(a) (b) 
Figura 2.21 Analogia mecânica e elétrica. 

A analogia entre corrente e força é a mais utilizada, Entretanto, um outro 
conjunto de analogias pode ser feito considerando a diferença de potencial análoga à 
força. 

Exemplo 6 


Desenhar um circuito elétrico a 


Ramo 1 


Figura 2.22 Exemplo 6. 


222 


nálogo ao sistema mecânico mostrado na Figura 2.22 


Ramo 2 


Massa m 


hm, 
) 
ur 
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Solução 


A mesma força agirá sobre uma mola kı e um amortecedor cy; então, no circuito 
equivalente elétrico. a mesma corrente deve circular pelos componentes, um indutor e 
À. O somatório de forças agindo na massa é: 


uma resistêne 


força exercida pelo braço | — 
pelo braço 2 


re a massa 


Somatório de forças agindo 


força exerci 


Portant 


F = somatório de forças agindo sobre a massa + força exercida pelo braço 1 + 


força exercida pelo braço 2 


O equivalente elétrico da massa é o capacitor. O componente no braço 2 é um 
amortecedor e terá um resistor como seu equivalente elétrico, Portanto 


i = corrente no capacitor + corrente no braço | + corrente na resistência 2 


aço 1 e resistência 2 devem estar em paralelo. O circuito é o 


O capacitor, | 
mostrado na Figura 2.24, 


Ramo1 Ramo2 


Figura 2.23 Exemplo 6. 


BLOCOS DE SISTEMAS DE FLUIDO 


Em sistemas de fluxo de fluidos existem três blocos básicos que podem ser considerados 
equivalentes a resistências elétricas. indutâncias e capacitânei: Para tais sistemas 
a razão volumétrica de Huxo 


(Fipa? 2a entrada o equivalente da corrente elétrica, é 


qe 
Sistemas de fluidos podem sercl: 
é um líquido e é suposto incompressível, e pneumático, onde o fluido é um gás que pode 
ser comprimido e mostra uma variação de densidade, 


hidráulico, onde o fluido 


Bloco de 
sistema de 
taxa de fluid diferença 
luxo — de 
volumétrica pressão 


Figura 2.24 Bloco de sistema de fluído. 


Resistência hidráulica é a resistência ao fluxo que ocorre como resultado de um 
escoamento de um fluido através de válvulas ou variações no diâmetro dos tubos (Figura 
2.25). A relação entre a taxa de escoamento do líquido q no elemento de resistência e a 


diferença de pressão resultante (pp po) é: 


Pi- p=Rq B8] 


onde R é uma constante chamada resistência hidráulica. Quanto maior a resistência, 


maior a diferença de pressão para uma dada taxa de vazão. 


Figura 2.25 Exemplos de resistência hidráulica 


Capocitância hidráulica é 0 termo usado para descrever o armazenamento de 
energia para um líquido na forma de energia potencial A altura de líquido cm um 
recipiente (Figura 2.26). isto é, a chamada pressão estática, é uma forma de armazena- 
mento. Para tal capacitâne xa de variação de volume V em um recipiente, isto é, 
dy/dt. é igual à diferença entre a taxa volumétrica na qual o líquido entra no recipiente 
que a razão q> na qual o líquido deixa o recipiente. 


dv 


GM 
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Essa] j ja 
pi| Área da secção 
i | transversal 
n 


por R 


Figura 2.26 Capacitância hidráulica. 


área da si 


Mas V = Ah, onde A é 
de líquido. Portanto: 


WAA) dh 


a A 


Mas a diferença de pressão entre a entr 


p= hpg 


onde p é a densidade do líquido e g a acelera 


dip/pg) _ A dp 
da — py de 


n-q=A 


se o líquido é incompressível, ist 
tância hidráutica C é definida como sendo; 


` A 
cC=5 

Ps 
Assim: 
=d 


A integração desta equação dá: 


l far- adw 


e a saída é p, onde: 


o da gravidade, Assim: 


ão transversal do recipiente e A é a altura 


sua densidade não varia com a pressão. A capaci- 


139] 


ido] 


41] 
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Inércia hidráulica é o equivalente de indutância nos sistemas elétricos ou uma 
mola em sistemas mecânicos. Para acelerar um fluido e então aumentar sua velocidade 
é necessário uma força. Considere um bloco de líquido de massa m (Figura 2.27), O 
somatório de forças agindo sobre o líquido é: 


Fi- Fis pyd = mA = (pi = pad 


Area da secção transversal A 
Eae 


! Massam 


Rasa LE 


F, = pA 


=P:A 


L 
Figura 2.27 Inércia hidráulica. 


onde (pj = p2) é a diferença de pressão e A a área da seção transversal, Este somatório 
de forças provoca uma aceleração na massa a e então: 


(Pispa A s ma 


Mas a é u razão de variação da velocidade dv/dr, portanto: 
dv 

m-ra ms 

tmi 2) de 


Mas a massa do líquido tem um volume de AL, onde L é o comprimento do 
bloco de líquido ou a distância entre os pontos no líquido onde as pressões py e p> são 
medidas, Se o líquido tem uma densidade p, então m = ALp, e assim 


dy 


» p M h 
Eis RAA de 


Mas a taxa de escoamento é q = Av, portanto: 


ADA a e em e a A) e a A a 


dA AO VI ds 
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onde a inércia hidráulica / é definida como: 


Lp 
n 
i 3I 


Em sistemas pneumáticos, os três blocos básicos são, como nos sistemas 


anto, os gases diferem dos líquidos 


hidráulicos, resistência, capacitância e inércia. Entret 
o no 


isto é, uma mudança na pressão provoca uma vai 
le. A resistência pneumática R é definida em termos da 


por serem compressívei 
volume e portanto na densi 
ão de fluxo de massa rr e a pressão diferencial (py — p2), como: 


prsprs Rm [441 


A capacitância pneumática C é devida à compressibilidade do gás, como a 


ão de compressão de uma mola que armazena energia, Se a taxa de fluxo de massa 


condiç 
entrando em um recipiente de volume V é rj e a taxa de fluxo de massa de saída é no, 


então a razão na qual a massa do recipiente varia é: 


Taxa de variação de massa no recipiente = rm = 12 


Se o gás no recipiente tem uma densidade p. a taxa de variação de massa no 
recipiente é: 
J ; dp) 
Taxa de variação de massa no recipiente = ~y 
d 
Mas ambos p e V podem ser modificados com o tempo. Portanto: 
Taxa d 1 ipi pav a KAR 
‘Taxa de variação de massa no recipiente = + 
a ' E pe dr dr 
Se (dV/do) = (AV/dp Kdp/do e para um gás ideal pV = mRT, como conseqüên 


CURTNApIdO. assim: 


p = VORT = pRT e então dp/dr = 


si am adp vd 
Taya de variação de massa no recipiente =P 4, gy © R7 dr 
dp d u 


ala Kelvin. 


onde R é a constante do gås e Ta temperatura, considerada constante, na 


Assim 


a Rd POD 
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A capacitância pneumática devida à variação do volume de um recipiente C é 
definida como: 


ar 


C=P 145] 
e a capacitância pneumática devida à compressibilidade de um gás C2 
AE A É 
aR 146) 
Portanto: 
Hiona a E 
1 2 o] 2) dr [47] 
ou 
DD! E a 
i TR GIG fon = mojdr [48] 


A inércia pneumática deve-se à queda de pressão necessária para acelerar um 
bloco de gás. De acordo com a Segunda Lei de Newton: 


dimy) 
ar 


Somatório de forças = 


å Como a força se origina da diferença de pressão (pı — p2). então, se À é a área 
da seção transversal do bloco de gás em aceleração: 


Mas m, a massa do gás em aceleração, é pLA, p sendo a densidade do gás e L 
o comprimento do bloco de gás em aceleração. Mas a taxa volumétrica de vazão q = Av. 
onde v é a velocidade. Assim: 


my = pLAGqIA) = plq 
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Tabela 2.4 Blocos análogos de sistemas elétricos e sistemas de fluidos. (continuação) 
e então: e Sr na ni Eae 
Blocos Equação Energiapotência Ca: 
Wi - PA = e fe S = FE = 
Capacitância hidráulica q = C do pa E = 1 Cy - po C 
Mas M = pq, e então: Eh 
Capacitância pneumática m = C se gal E=}Cip- pà? C 
Pe RERS Dissipação de energia 
i 1491 ; je = Hi 1 
pa ne Resistor dio P A! A 
saoi h = (Pi — pa 1 2 1 
com a inércia pneumática / sendo: Resisténcia hidráulica qi= a P = pO = pay R 
L 150) Resistência pneumática in = P! P2 P ipi — pa? 
I=} p Gana A 


4 ri as de flui * Constantes análogas. 
A Tabela 2.4 mostra as características básicas dos blocos de sistemas de fluidos, g: 
abela 2. a as cara sticas i 


ara sistemas hidráulic 
hidráulicos e pneumáticos, e os blocos análogos elétricos. Para a ben 
| É RT áticos as taxas dé ema: 
i ão e pa neumáticos as taxas de fluxo de 
axas éiricas de vazão e para s pr e ge ma aio 
ia A ore elétrica em um si trico. Para ambos os sistemas (hidráulicos 
análogas à c u 


io, Pa ambos as siso fa CONSTRUINDO UM MODELO PARA UM 
eU a En e o elementos que armaze SISTEMA DE FLUIDOS 


elétricos. A inércia e a capaci i i 
nam energia, e resistência hidráulica e pneumática 


A Figura 


2.28 mostra um sistema hidráulico simples: um líquido entrando e sain 


to cm 
um recipiente, Para tal 


c quido no recipiente pode se sideral 
Tabela 2.4 ocos análogos de sistemas elétricos e sistemas de fluidos 
ela 2. Blocos g t 8 i i e 


se a taxa de escoamento variar lentamente. 


A inércia poderá ser desprezada 


Blocos Equação Energia/potência CA* 


Armazenamento de energia , 


1 

pAs! 

Indutor ker f wt E L 

ah = Af p= put ! 

Inércia hidráulica ga o PUE Pê 

n=! fim- padt E=} m? 1 
A E mah E: a 

cd E Construindo um modelo para um sistema de fluido. 
R dv c 

Capacitor i= C dt x s 


+ Constantes análogas. 
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Para o capacitor, a Equação [40] fica: 


zão na qual ele passa 


A razão q na qual o líquido deixa o recipiente é igual à 
pela válvula, Assim. para o resistor, a Equação [38] fica: 


p=Ras 


A pressão deve-se à altura de líquido no recipiente, Assim. substituindo por q2 


na primeira equação temos: 


pod 


=( 
aiiai dr 


Sep = hpg. onde p éa densidade do líquido e g a aceleração da gravidade, então: 


hpr _ p pe) 
MEERE a iE 


e se C = Alpg então 


dh pgh 1511 


O a 


Essa equação mostra como a altura de um líquido em um recipiente depende da 
taxa de entrada do líquido no recipiente. 


Um fole é um exemplo de um sistema pneumático simples (Figura 2.29). A 


resistência é fornecida por uma construção que restringe a taxa de Hluxo de gás para dentro 
do fole. e a capacitância é fornecida pelo próprio fole, A inércia pode ser desprezada. 


desde que a taxa de (luso varie lentamente, 


NS 


Resistência Área A 


tico. 


Figura 2.29 Um sistema pnet 
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UCA Fra 152] 


o depois da construção, isto é, a 
anece lá, não dando 


onde pı é a pressão anterior à construção e pz É a pres 
pressão dentro do fole, “Todo o gás que flui para dentro do fole pern 
nenhum escape. £ 


A capacitância do fole é dada pela Equação [49] como: 


gpa 


” A a 
in =m = (Ci + C) A 


sash dada pela Equação [52], e como não existe 
ndo o valor para a razão de fluxo 


Mas dr é a taxa de fluxo de mas: 
nenhum escape de gás do fole, 12 é zero. Assim, u! 


dada pela Equação [52]: 


M-m ETS. 
Vae A 
Portanto: 
7 dp 
m = RC + C) +m 153] 


dr 


a equação descreve como a pressão dentro do fole pz varia com o tempo 


para a entrada de uma pressão py. 


O fole expande ou contrai como resultado da variação de pressão dentro dele, 
Os foles s ação entre a força F que 
causa uma expansão e uma contração e o deslocamento resultante w: 


do um tipo de mola, e então podemos escrever a re 


onde k é a constante da mola para o fole. Mas a força E depende da pressão ps, com po 
FIA onde A é a área da seção transversal do fole. Assim: 


pA=F=Ix 


| 
| 
| 
| 
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Portanto, substituindo por p2 na Equação [53], temos: 


ti e ” 
= RC my E 4 
pr EVA ED AS [54] 


sa equação descreve como a expansão ou a contração do fole varia com o 


tempo quando ele é submetido a uma pressão de entrada py. 


A capacitância pneumática devida à variação no volume de um recipiente Ci é 


definida pela Equa 


ão [45] como: 


a 
P ap 


Como V = Av, então: 


Mas para o fole p24 = kx, assim: 


de M? i551 


Cr PA IA R 


Exemplo 7 


ilico. Determinar as equações que descrevem 
á com o tempo. Desprezar a inércia. 


A Figura 2.30 mostra um sistema hid 
como a altura do líquido nos dois recipientes varia 


Figura 2.30 Exemplo 7. 


Cap 2 Mudelos de š u 


Solução 
O recipiente 1 é um capacitor e, assim, pela Equação [40]; 


dp 
dr 


onde p= py ce Cj = Ap py. então: 


dh 
dr 


qo q = Ay [So] 


al à taxa na qual ele passa 


A taxa q2 na qual o liquido deixa o recipiente é ig 
pela válvula R. Para o resistor, a Equação [38] fica 


p= Riy 


Adilerença de pressão p entre os dois lados da válvula sao Jpg e Apu Assim: 


Rin [571 


ti -haps 


Utilizando o valor de 42 dado por essa equação e substituindo na Equação [56] 


temos: 
Uy = ops, d 
a- =A- j 
nm Ri vg 1581 
Essa equação descreve como a altura de líquido no recipiente | depende da taxa de vazão 


de entrada. 


Pará o recipiente 2, um conjunto semelhante de equações pode ser derivado 


Para o capacitor C3 temo 


onde: p = mpg © C2 = Avpy 


Então: 


Q-a = A 159 
dr 
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A taxa qa na qual o líquido deixa o recipiente é igual à taxa na qual passa pela 
válvula R2. Para o resistor, a Equação [38] fica: 


p = Raga 


A diferença de pressão p entre os dois lados da válvula é h> pg e O, considerando 


que o líquido escapa para a atmosfera, Assim: 


hope = Ro 160] 


Usando o valor de qa dado por essa equação e substituindo na Equação [59] temos: 


Mpe 
Ra 


dh 


dr 191] 


q 


Substituindo por q2 nessa equação e usando o valor dado na Equação [57]; 


(= hope hapg dh} 


s 
Ri Ro 2 dr Li 


Essa equação descreve como a altura de líquido no recipiente 2 varia, Assim, 


as Equações [58] e | 62] descrevem as variações na altura de líquido nos dois recipientes. 


Exempio 8 


A Figura 2.4 mostra um tubo em U contendo um líquido. Derivar uma expressão que 
indique como a diferença de altura entre os dois braços varia com o tempo quando a 
do liquido em um dos braços aumenta. Desenhar um diagrama cm blocos 


pressão acim 
para o anilogo elétrico de um sistema hidráulico 


| „Altura em algum instante de tempo 
a - Altura inicial 
um 


“Densidade p 


AX 
N 


Figura 2.31 Exemplo 8 
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Solução 


Quando não existe diferença de pressão no Ifquido em ambos os braços, eles estão na 
mesma altura, Quando uma pressão p (pressão acima de um braço de líquido que excede 
a pressão acima do outro braço. e chamada manométrica quando o outro braço está aberto 
à atmosfera) ocorre, a diferença de altura A entre o líquido nos dois braços começa a 
ocorrer. Em qualquer instante de tempo a diferença de pressão p entre os dois braços 
deve ser igual à queda de pressão no sistema. Pode-se Considerar que o sistema tem 
ância. e então p é igual à soma das quedas de pressão em 
ão devida à inércia é dada pela Equação [42] 


inércia, resistência e capac 
cada um desses elementos. A queda de pres: 


como: 


dq 
dr 


Queda de pressão = I 


onde q é à taxa de volume de líquido de um braço para outro. A queda de pressão devida 
à resistência é dada pela Equação [38] como: 


Queda de pressão = Rq 


A queda de pressão devida à capacitância é dada pela Equação [41] como: 


ficas A 


Se p é igual à soma dessas quedas de pres 


da 1 
p=" A i Sg faw 


d; 


a outro quando ocorre uma 


O volume de líquido que fuiu de um braço pa 
diferença na altura de 2% é Ah, já que uma altura ) do líquido em um braço se moveu 
para outro braço e gerou essa diferença. Então q. a razão na qual o volume do líquido se 
move de um braço para outro, é d(Aln/dr. Assim: 


d di A 
= M R, d/r 
p aE a fam 


Mas a diferença total na altura entre os dois braços é 2h. Se 7 = pL/A e C = Alpg: 
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dh dh 
= pL“ + RAS: + 2hpg 
pa ar + 2hPg 


O sistema tem quedas de pressão devidas à inércia, à resistência e à capacitância 
somadas. O equivalente elétrico é a adição de diferenças de potencial em um indutor, 
resistor e capacitor. Isto significaria que os três componentes estão em série. O circuito 
é então mostrado na Figura 2.32. 


larl/A BR Ca Abg 
DA q PR 


Figura 2.32 Exemplo 8. 


BLOCOS DE SISTEMAS TÉRMICOS 


e capacitância 
de 


Existem apenas dois blocos básicos para sistemas térmicos — resistênci. 
- e apenas uma malha de fluxo de calor entre dois pontos se houver diferen 
temperatura entre eles. O equivalente elétrico é um ramo com corrente i quando houver 
relação entre a corrente e a diferença de 


diferença de potencial v nos seus termin 
potencial é: 


Uma relação semelhante pode ser usada para definir resistência térmica R. Se 
q é a razão de fluxo de calor e (Ti — T2) é a diferença de temperatura, então: 


_ 02- T) 
E 163] 


O valor da resistência depende do modo de transferência de calor. No caso de 
condução através de um sólido, para condução unidirecional: 


(Tı 


T: 
Ak — b 
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onde A é a área da seção transversal do material através do qual o calor está sendo 
conduzido e L é o comprimento do material entre os pontos nos quais as temperaturas 
são Tı e T2. k é a condutividade térmica. Portanto, comparando esta equação com a 
Equação [63]: 


R = É 164] 


Quando a transferência de calor é por convecção, tanto para líquidos como para 
s, então: 


q=Ah (T-T) 


eai! [65] 


Capacitância térmica é uma medida do armazenamento de energia interna no 
sistema, Se a taxa de fluxo de calor para dentro do sistema é q; e a taxa de fluxo na saída 
é qn, então: 


Taxa de variação de energia intema = qi = 42 
Um aumento da energia interna significa um aumento na temperatura . Já que: 
Variação de energia interna = me X variação na temperatura 

onde m é a massa e c é o calor específico, então: 


Taxa de variação de energia intema = me x taxa de variação de temperatura 
Assim: 
dr 
qu = q2 = mer 
onde dT/dt é a taxa de variação da temperatura. Essa equação pode ser escrita como: 


[66] 
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onde C é a capacitância térmica 


É [671 


m 


. Não existe 
os dissipam 


e térmico 
tores elétrii 


A Tabela 2,5 mostra a comparação dos blocos elétrico 


nenhum equivalente térmico para o indutor elétrico, Os resis 
neia térmi pode ser considerada um 
descre: 


energia, transformando-a em calor, A res 
dissipedor de enerpia, mas a consequência de variações de temperatura, apena 


vendo um fluxo de calor 


Tabela 2.5 Blocos análcgos de sistemas elétricos e sistemas térmicos. 


Blocos Equação Energia/potência CA" 
Armazenamento de 
energia 
Capacitor ja Ga E=io c. 
dt 
acitânci i dT 

Capacitância térmica qi =- q = C di E= CT C 

sisto PU PE 1 
Resistor tag a A” A 
Resistência térmica PSE R a) Bsgo R Tê i 


* Constante análoga, 


CONSTRUINDO UM MODELO PARA UM 
SISTEMA TERMICO 


Considere que um termômetro na temperatura T seja inserido em um líquido de tempe- 
ratura 74, (Figura 2.33), Se a resistência térmica do fluxo de calor do líquido para o 
termômetro é R, então. pela Equação [63]: 


Dat 
Ea E 1681 


onde y é a razao real de Muse de calor do líquido para o fermômetro 
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* do termômetro é dada pela Equação [64] como: 


A capacitâne 


var 


Reali Md ri 


Se existe apenas uma malha de fluxo de calor do líquido para o termômetro. 
então gr = qe q2=0. Assim: 


«dr á 
dr 1621 


Substituindo esse valor de q na Equação [66]: 


dr NT 
dr R 


Rearranjando essa equa 


AMO e 
Req TEM, 


170] 


Essa equação descreve como a temperatura T indicada pelo termômetro varia com o 
tempo quando o termômetro é inserido em um líquido quente, A analogia elétrica deste 
sistema térmico é o circuito resistor-capacitor série mostrado na Figura 2.34. Fechar a 
chave equivale a inserir o termômetro dentro do líquido: a partir daí, a corrente e o calor 
começam a fluir. A variação na temperatura de um termômetro de seu valor inicial é 
equivalente à variação na diferença de potencial no capacitor. 


No sistema térmico mencionado, os parâmetros são considerados concentrados. 
na temperatura e o 
funções do tempo 


a, por exemplo, que o termômetro está todo ele na me: 


Isto sign 
líquido está com temperatura homogênea, isto é, as temperaturas 


e não da posição 
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Figura 2.34  Análogo elétrico da Figura 2.33. 


Exemplo 9 


Jor elétrico em uma 
o q2. Considerando 


A Figura 2.35 mostra um sistema lérmico consistindo em um aqu 
sala. O aquecedor emite calor na razão q e a sala perde calor na razã 
que o ar na sala está a uma temperatura uniforme T e que as paredes da sala n 
zenam energia, determinar uma equação que descreva como u temperatura da 


arm 
varia com o tempo. 


C T 


Figura 2.35 Exemplo 9. 


Solução a 


acia térmica C, então, pela Equação [66]: 


Se o ar na sala tem uma capaci 


at 


n-q=0 


Se a temperatura dentro da sala é T e fora da sala é To, então, pela Equação [63]: 


a 
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onde R é a resistividade das paredes. Substituindo por y> 


K- io ul! 
a Ro Ca 


Portanio: 


ELEMENTOS ELETROMECÂNICOS 


Alé então, neste capítulo, nosso interesse tem sido apenas por elementos que são 
Há, entretanto, alguns elementos 


separadamente mecânicos, elétricos, hidráulicos ete. 
que envolvem mais de um tipo de energia, Há, por exemplo, dispositivos eletromecânicos 
e geradores. Um potenciômetro tem como entrada a 
de potencial, a rotação sendo usada para mover o 
ra 2,36). Um motor elétrico tem como entrada 
o do rotor. Um gerador tem como entrada 


tais como potenciômetros, Motore: 
rotação e como saida uma diferença 
contato deslizante do potenciômetro ( 
uma dife: de potencial e como saída a rota 
a rotação do eixo ¢ como saída a diferença de potencial, 


Figura 2.36 Potenciômetro 


Para o potenciômetro (Figura 2.36), que é um divisor de tensão: 


o 


Omáx 


onde V é a diferença de potencial nos terminais do potenciômetro e Omáx É O ângulo total 
varrido pelo cursor quando é girado de um extremo ao outro. Assim, a razão entre a saída 


vo e a entrada 6 é: 
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saída Vo 
entrad: 


LEAI] 


Campo magnético p 
B == 
P j E Ai wa 
Entada | 1) ) ar Pa a 
elétrica 5 otaçào Ay 
via J amiy Uma bobina do 
Motor ” enrolamento da 
armadura 


(a) (b) 


Figure 2.37 O motor cc: (a) acionando uma carga e (b) princípio básico de um motor. 


O motor ce é usado para converter um sinal de entrada elétrico em um sinal de 
icamente em uma bobina, o 


ânico (Figura 2.370), O motor consis 
enrolunento de armadura, que gira, Essa bobina está localizada em um campo magnético 
mpo. Quando a corrente iy 
ético. as forças agem sobre 


gerado normalmente por uma corrente no enrolamento de 
circula no enrolamento de armadura, devido ao campo ma 
a bobina e provocam a rotação (Figura 2.374h)). A força F agindo sobre o condutor com 


corrente ia e de comprimento £ em um campo magnético de densidade de fluxo B em um 
determinado ângulo com o fio é dada por: 


F= Bil 
com N espiras: 
F = NBigl 


obre os condutores do enrolamente da armadura resultam em um 


As força 


torque E onde T = Fh, sendo ba largura da bobina, Assim; 


T= NBi lh 


O torque resultante é proporcional a Bi, e todos os outros fatores são constantes 


Portanto podemos escrever; 


T= Bia 172] 
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Já que a armadura é uma bobina girante em um campo magnético, uma tei 
induzida nela como resultado de indução eletromagnética. A tensão terá uma direção tal que 
ão de fluxo nela produzida e será chamada força contra — eletromotriz (fcem). 
o da armadura e do fluxo acoplado pela 


oponha a varia 
Essa feem rp é proporcional à velocidade ou à rota 


bobina, portanto da densidade de tluxo B. Assin 
vp = Bo 73 


onde œ é a velocidade angular de rotor e kz é uma constante. 


a o motor controlado pela corrente de armadura, a corrente de campo ir é 
Uma 


Pa 
mantida constante, e o motor é controlado ajustando-se a tensão de armadura 
corrente de campo constante significa uma densidade de fluxo magnético 3 constante 
ão [73] dá: 


para o enrolamento de armadura. A Equa 


RR) 


ência 


onde k3 é uma constante, Considera-se que o circuito da armadura tem uma resi: 
Ra em sério com uma indutância La e uma fcem (Figura 2.38). Se va é a tensão aplic; 
ao circuito de armadura, então: 


ta pe Rii 1741 
“dr ata 


Va = ih 


Circuito de 
campo 


Circuito de armadura 


Figura 2.38 Circuito de um motor cc 


Podemos pensar nessa equação em termos do diagrama de blocos mostrado na 


Figura 2,394). A entrada para o motor é va e é somada ao sinal de realimentação da leem 


vp para gerar o sinal de erro que é a entrada para o circuito da armadura. A equação 
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anterior descreve a relação entre a entrada do sinal de erro e a saída que é a corrente de 


armadura ia. Substituindo por vp na Equação |74]: 


Va él 
tah + Rá Idos T= ca 
E kai dt 
Es E adnan Carga 
vo [ Circuhoda!| la |Enrolamento | 7 | Garga ] Siak 
armadura w) de armadura | | rotação w 
Indução 
= eletromagno- Ea 
laem tica 
lagn — dica 
Vo = kyt 
(a) 
data Ido cm i 
Fa kst E: 


Carga 
Circuito de Enrolamento Carga 
“campo da dad rotação w 


Figura 2.39 (a) Motor cc controlado pela corrente de armadura e (b) motor cc contro- 
lado pela corrente de campo. 


A corrente fa na armadura gera o torque T, dando a Equação [72]. Se B é 


sta equação torna-se: 
piç 


constante 


T= Big = Asia 


onde ky é uma constante. Esse torque torna-se então a entrada para a carga. O somatório 


de torques agindo na carga será: 


Somatório de torques = T- torque de amortecimento 


te. Portanto, se quaisquer 


O torque de amortecimento é co, onde c é uma cons: 


efeitos devidos à elasticidade (springness) torcional do rotor forem desprezados: 


Somatório de torques = kgia — CO 


Isto causará uma aceleração angular de ddr, portanto; 


den 
ge = kii = “0 [al 


As Liquações [75] é [76] descrevem o que ocorre para um motor contiolado pela 
corrente de armadura, 

Em um motor controlado pela corrente de campo, a corrente de armadura é 
mantida constante e o motor é controlado variando a tensão de campo. Para o circuito de 
ampo (Figura 2.38) existe uma indutância Ly em série com a resistência Ri Para tal 
circuito; 
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Podemos analisar o motor controlado pelo campo pelo diagrama em blocos na 
Figura 2.39(b). A enti tema é vr. O circuito de campo converte essa tensão na 
corrente ip, a relação entre vy sa corrente gera um campo 
magnético e, portanto, um torque que age no enrolamento de armadura, como indicado 
pela Equação [72]. Mas a densidade de fluxo B é proporcional à corrente de campo ip e 
i4 É constante, portanto, a Equação [77] pode ser escrita como: 


do si 


iy dada pela equação acima, È 


MB = ksiy 


onde ks é uma constante, Esse torque é então convertido pela carga em uma velocidade 
ngular œ. Como mostrado anteriormente, © somatório de forças agindo sobre a carga se 


Somatório de torques = T — torque de amortecimento 


Portanto, 


O torque de amortecimento é co, onde ee uma constante s quaisquer 


ade (springness) torcional do rotor forem desprezados; 


eleitos devidos à clasticid: 
Somunorio de torques = Asiy = do 
Isto causará uma aceleração angular do/dr. Portanto: 


do 
Lr = Asia — eo 1781 
As Equações [77] e [78] descrevem o comportamento do motor controlado pelo 


campo. 


da 
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A relação entre a força F e o deslocamento provocado por uma mola ideal é lincar, 
sendo dada por F = ka. Isto significa que, se a força E produz um alongamento ay e a 
força 1 produz um alongamento 12, então uma força igual a (i + F2) produzirá um 
alongamento (17 +19), Este é o princípio da superposição, e é condição necessária para 
um sistema lincar, Uma outra condição para um sistema linear é que, se a entrada 1 
produz um alongamento xy então uma entrada by produzirá um alongamento cx, onde 
áfico que mostra a força F plotada em função do alongamento 
m quando a relação é linear (Figura 2.40(a)). 


e é uma constante, Um g 
vé uma linha reta passando pela or 


F F 


(a) 
Figura 2.40 (a) Mola ideal e (b) mola real 


tamente lin 
o na qual o 


Molas reais, como quaisquer outros componentes, não são pe 
ves (Figura 2494. Entretanto, existe frequentemente uma faixa de oper 
sistema pode ser considerado linear. Para a mola mostrada no gráfico da Figura 2400), 
podemos considerar que o sistema tem comportamento linear quando usado apenas na 
parte central do gráfico, Para muitos componentes do sistema, a lincaridade pode ser 
considerada para operações dentro de uma faixa de valores da variável próximo ao ponto 


de operação 


do-linear, Para 


Para alguns componentes do sistema (Figura 2.41), a relação é 
tais componentes. o melhor a ser feito para obter uma relação linear é con: iderar a 
inclinação da curva no ponto de operação. Para a relação y e x na Figura 2.41, o ponto 
ào P onde a inclinação tem valor n 


de oper 


w= mM 179] 


amente, no 


onde Ae Av são pequenas variações nos sinais de saída e entrada, respecti 


pento de operação. 
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Figura 2.41 Uma relação não-linear. 


Assim, por exemplo, a velocidade de escoamento de líquido q em um orifício 


da por: 


a = aa VZ -Papl [80] 


onde cg é uma constante chamada de coeficiente de descarga, A é a área da seção 
transversal do orifício, p a densidade do fluido e (pı ~ p2) é a diferença de pressão, Para 
uma área de seção transversal constante e uma densidade constante, a equação pode ser 


escrita como: 


a 
q= Cim po 1811 
onde C é uma constante. Esta é uma relação não-linear entre a velocidade do fluido e a 
diferença de pressão. Podemos obter uma relação linear considerando a inclinação da 
curva de taxa de fuxo/diferença de pressão (Figura 2.42) no ponto de operação, A 
inclinação é dy/dtpi = po) e tem o valor: 


A dq ae Nr pol c ai 
din A O AN Za 


ações no ponto de 


ção. Para pequenas v 


onde (pol = pus) é o valor no ponto de oper: 
operação: 
Aq =mMpy = po) [83] 


onde m tem o valor dado pela Equação [82]. 


| 
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o (P-P) 


Figura 2.42 vazão através de um orifício q = C Vip - Po). 


Pa SAP, s 
Portanto, se para a Equação [81] temos que C = 2 nº'/s/kPa, isto é: 


Ypi — pa) 


então, para um ponto de operação de (pı = p2) 
[83] scria, usando o valor de m dado pela Equação [82], igual a: 


4 


ão linearizada da Equação 


2 
Aq = -5 Alp = P) 
eo Pi- pa 


Aq = 0,5 A(py=p2) | 


q = CA Vi - pd [84] 


e para variações no ponto de óperação as inclinações dos gráficos de q por A seriam: 


dy RR 
m = q = Coy — po) | 
e para um gráfico de q por (pı — p2): 


o) ca 


m= ap po 2Npi =p) 


) 
) 
) 
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) 
A Equação [84] linearizada será: e 
Aq = nm AA + moA(py = po) [85] ) 
il 
com mı e mz tendo os valores indicados anteriormente, i 
p y +] a r ) 
Os modelos matemáticos linearizados são utilizados porque muitas das técnicas Ii 


ão basead 


s nas relações lineares entre os elementos de tais ) 
lgum valor de 


de sistemas de controle s 
sistemas. Como em muitos sistemas de controle a saida é mantida igual a 
referência, as variações desse valor tendem a ser bastante pequenas, e assim o modelo 
lincarizado é perfeitamente apropriado. 


Exemplo 10 


or é usado para medir temperatura em um sistema de controle, A relação entre 
R do termistor e sua temperatura T é dada por: 


Um termi 
a resistêni 


R=kexp-cl 


Linearizar essa equação no ponto de operação To. 


Solução 


A inclinação m de um gráfico de R por T no ponto Ty é dada por dR/dT. 


d 
m= SE -Ae exp — el, 


cl 
dr 
Portanto; 


AR = mAT = (- ke exp ci 


ELEMENTOS MECÂNICO-HIDRÁULICOS 


A Figura 2.43 mostra um sistema hidráulico no qual um deslocamento de entrada x; é, 
depois de passar por esse sistema, transformado em um deslocamento x, de uma carga. 
Tal sistema é usado em sistemas de direção hidráulica (power-assistedsteering) de 


106 Engenharia de Controle Cap. 2 


automóveis e permite que uma pequena quantidade de potência usada para gerar um 
deslocamento do volante torne-se numa grande quantidade de potência para gerar um 
deslocamento maior das rodas do carro. 


O sistema consiste em uma válvula direcional controladora de vazão tipo 


carretel (spool valve) e um cilindro, O deslocamento de entrada x; para a esquerda resulta 
na pressão de alimentação do fluido hidráulico ps. fazendo o fluido escoar para dentro 
do lado esquerdo do cilindro. Isto empurra o pistão no cilindro para a direita e expulsa 
o fluido do lado direito da câmara através da abertura de saída na extremidade do lado 
direito da válvula, A velocidade de escoamento de fluido da e para a câmara depende da 
extensão na qual o movimento de entrada desobstrui as aberturas permitindo que o fluido 
unento de entrada vi é para a direita, a válvula 


entre ou saia da válvula, Quando o desto 
permite que o fluido se mova para a extremidade direita do cilindro e então resulta em 


um movimento do pistão no cilindro para a esquerda, 


Para Alimen- Para 
reservatório tação reservatório 


Po Ps Po 


t t t 


ssa 
= 


Na 


Entrada 


Válvula direcional 


NT 


Carga Saida 


m —» do 


Cilindro / — X 
Área A Pistão 


Figura 2.43 Sistema hidráulico e carga 


A velocidade de escoamento do fluido g através de um orifício. que corresponde 
(Equação [80]) dependendo da 


às aberturas da válvula, tem uma relação não-linc 
diferença de pressão entre os dois fados do orifício e a área da secção transversal A, Uma 
versao lincarizada da equação é então utilizada, Equação [85], isto é: 


Aq = mM 4 maA (diferença de pressão) 
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são constantes no ponto de operação. Para o fluido entrando na cân 
no qual 


onde mı e m2 
diferença de pressão é (ps — p1) e para a saída é (p2 — Po). Se o ponto de operaç: 
a equação é lincarizada dá-se quando a válvula está centrada e as aberturas que a 
conectam ao cilindro estão ambas fechadas, então, para esta condição. q é zero e Aq = q, 
A é proporcional a x, se x, é medido a partir da posição central, e a variação na pressão 
no lado de entrada do pistão é — Ap relativa a ps e sobre o lado de saída A po relativa a 
Po. Assim, para a abertura de entrada, a equação pode ser escrita como: 


q = uni + m- Api) 
e para a saída: 

qm tem Apa 
Somando as duas equações 


2q = nv; = ma(Apy = Apa) 


q = mii = malap = App) [86] 


onde m3 = 9/2. 

Para o cilindro, a variação no volume do fluido entrando no lado esquerdo da 
nara, ou deixando o lado direito, quando o pistão se move com um deslocamento xo é 
Axo. onde A é a área da secção transversal do pistão. Assim, a razão na qual o volume está 
variando é A(droldt). A razão na qual o fluido entra no lado esquerdo do cilindro é q. 
zamento de fluido de um lado para outro do pistão: 


Entretanto. se existe algum 


dv, 


do 
RN 


q 


onde qy, é à taxa do vazamento. Substituindo por q. usando a Equação [85]: 


(Mo 187) 


m = maA = Ap =A y +a 


mento qu É uma vazão através de um orifício que Ea 


A velocidade de vaz 
abertura entre o pistão e o cilindro, Esta é de seção transversal e diferença de pres 
(Api = Apa) constantes. Portanto, usando a equação lincarizada para tal escoamento, isto 


é. a Equação [82]: 


mata = Apa) 


a 
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Assim, usando esta equação para substituir por qy, na Equação [87]: 


dio 
gp + ram = Ap) 


mwi = ma(Api — Ap 


di 


dr 881 


my = (m3 + myMApy = Apa) = A 


A diferença de pressão no pistão resulta em uma forçá sendo exercida pela carga 

e igual a (Ap; — Ap2)A. Existe, entretanto, um certo amortecimento do movimento, isto 

é, fricção da massa, proporcional à velocidade da massa, (dxo /df). Portanto, o somatório 
de forças agindo sobre a carga é: 


dv 


Somatório de forças = (Apy = Apa) A = ca, 


a, sendo esta (dv/dr) 


omatório de forças provoca uma aceleração na mas: 
2 
ou (d2xy /d). Portanto: 


= (Api = ApyA — 


Rearranjando essa equação: 


mUo e Mo 


Apy — 2 = 
m= AnS a A ar 


Substituindo pela diferença de pressão na Equação [88]: 


mB eda) (o 
any, = ny dna) CAR e j k 


Rearranjando: 


= mai 189) 


A dt 


Unz + m4) m Pro 
- +|A+ 
A dê 


c(m + ny) li 


Essa equação pode ser simplificada introduzindo-se duas constantes, k e 7, que será 
posteriormente chamada de constante de tempo (ver Capítulo 3). Rearranjando a 
Equação [89]: 


Cup 2 Mendelis de sistemas aum 


(m3 + m4) m Axo 
A de 


= nx, 


k [£ + c (m3 + m) | dão 
é dr 


Ont mpm dy day Am 
n3 A S a 


2 2 oder) N 
A` + cim + m) de do A? + cin + m) 


dy dro 
+ 


Fu (el 


onde 


(m+ mm 


AA elm + my) 


Ami 


A? + e(n + ma 


PROBLEMAS 


L Determine uma equagào mostrando a en 


adasa torga Z; com a saida, deslocamento t puta 
os sistemas mostrados na Figura 2.44. 


- Deslocamento x 
(a) (b) 
Figura 2.44 Problema 1. 


- Deslocamento x 
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2. Proponha um modelo para um rotor escalonado (stepped shafi), isto é, um rotor em que 
exista uma mudança no diâmetro, usado para girar uma massa, e determine uma equação 
mostrando o torque de entrada e a rotação angular. Despreze o amortecimento 


istor R e a 
e com um 


existente entre a diferença de potencial va no re 


ura 2.45. que tem um resistor em sé 


N Determine a rela 


entrada v para o circuito mostrado na F 


capacitor 


Figura 2.45 Problema 3 


4. Determine a relação entre a saída, a diferença de potencial vg no resistor Re a entrada v 


REC mostrado na Figura 2,46. 


para o circuito sé 


Figura 2.46 Problema 4 


8 Determine a relação entre a saída, a diferença de potencial ve no capacitor C e a entrada y 


para o circuito mostrado na Figura 2.47. 


R 
SE | 


Figura 2.47 Problema 5 
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6. Desenhe os circuitos elétricos análogos aos sistemas mecânicos mostrados na Figura 2.48. 


AM 


ko 
F F 
(a) (b) 


Figura 2.48 Problema 6. 


7. Desenhe o análogo mecânico para o circuito elétrico mostrado na Figura 2,49. 


Figura 2.49 Problema 7. 


altura 2 à tempo para o sistema hidráulico mostrado na Figura 


8. Determine a re! 
2.50. Despreze a inérci 


T MO O Área A, Área A, 
Alimentação m : 
constante R FE 


Figura 2.50 Problema 8 
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A Figura 2.51 mostra dois recipientes abertos, idênticos é interligados. Determine uma 


ando como à altura do líquido em um recipiente vai variarse existir movimen- 
istúrbio em um recipiente, tal 


relação indi 
tação do líquido entre os dois recipientes resultante de um d 


como um aumento na pressão acima da superfície o líquido. 


Figura 2.51 Problema 9. 


10. Um objeto quente, capacitância C, e uma temperatura estrin a temperatura de uma grande 
sala para a temperatura Tr. Se O sistema térmico tem uma resistência R, determine uma 
equação descrevendo como a temperatura do objeto quente varia com o tempo e dê um 


análogo elétrico do sistema. 


A Figura 2,52 mostra um sistema térmico envolvendo dois compartimentos, um deles 


contendo um aquecedor, Se a temperatura do compartimento contendo o aquecedor é Ta 
ao redor dos compartimentos é T3, desenvolva 


pe Th variam com o tempo. Todas 
têm capacitância desprezível. Os dois 


temperatura do outro é T2 e à temperatura 
equações que descrevam como as temperaturas 
paredes dos recipientes têm a mesma resistência e 


recipientes têm a mesma capacitância C 


Figura 2.52 Problema 11. 


uma mola e seu deslocamento a é dada por = K^, 
a um ponto de operação 1 


12. A relação entre a força F usada para estica 
onde k é uma constante, Lincarize essa equação pu 


4 fem E gerada por um termopar e a temperatura Té dada por: 


13. A relação entre 


E=uT+ br? 


onde a e b são constantes. Linearize essa equação para um ponto de operação de temperatura To- 


Wo A relação entre o torque T aplicado a um pëndulo simples 


2.53) é dada por: 


T = Mgl. sen 0 


onde M é a massa da lentilha de pêndulo, L é o comprimento do pêndulo e g é a aceleração 


da gravidade. Lincarize es: 


Figura 2.53 Problema 14. 


a equação pai 


o ângul 


vale sistemu I 


e a deltenão angular U dign 


lo de equilíbrio O de 0º. 


MAKRON 
Node 
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INTRODUÇÃO 


A resposta total de um sistema de controle, ou elemento de um sistema, é composta de 
duas partes: resposta em regime permanente e resposta em regime transitório. A resposta 
em regime transitório é a parte da resposta que ocorre quando existe uma variação na 
entrada e que termina depois de um curto intervalo de tempo. A resposta em regime 
permanente é a parte da resposta que continua depois do transitório. Para ilustrar, 
considere o exemplo simples mostrado na Figura 3.1, de uma mola suspensa vertical- 
mente, e o que acontece quando um peso é colocado em sua extremidade. A deflexão da 


mola anmenta abruptamente, e o conjunto deve oscilar por um tempo até atingir o regime 
permanente, Este valor é a resposta em regime permanente do sistema da mola: a 
oscilação que ocorre anterior ao regime permanente a resposta transitória, 


Deslocamento 


Valor inicial antes de, | 
adicionar o peso 


Peso 
adicionado 


S 


Valor final —+] - 


Deslocamento 


Figura 3.1 Respostas em regime transitório e em regime permanente de uma mola 
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A entrada para o sistema mola é uma quantidade que varia com o tempo; essa 
entrada é o peso. Antes de um determinado instante não existe nenhum peso na extremi 
dade da mola, logo depois existe. Esse tipo de entrada é conhecida como entrada degrau. 
A saída do sistema é a quantidade de deslocamento que varia com o tempo. Ambas, 
entrada e saída. são funções do tempo. Um modo de mostrar isto é escrevê-las na forma 
Au). onde f é a função e (1) indica que seu valor varia com o tempo. Note que f (1) não 
significa que / deva ser multiplicado por £. Assim, para a entrada peso, podemos escrever 
grama em blogos do sistema pode ser visto 


wen, e para a deflexão da saida, de), Um dia 
na Figura 3.2. 


wit) att) 


Sistema 

Peso em Deslocamento 

função do! em função do 
tempo tempo 


Figura 3.2 O sistema mola. 


Para descrever completamente o comportamento de um sistema. um modelo 
entradas e saídas que são funções do tempo e a partir daí 


deve descrever a relação ent 


ser capaz de descrever o comportamento em regime transitório e o comportamento cm 


á com 


regime permanente, Um modelo mostrará então como a resposta do sistema va 
o tempo. Um modelo frequentemente usado para descrever o comportamento de um 
sistema de controle ou de um elemento de um sistema de controle é uma equação 
diferencial. Val modelo inclui derivadas no tempo e dá informação de como a resposta 

a qual x varia 


de um sistema varia com o tempo. Uma derivada dy/dr descreve a razão 
como tempo, à derivada dy/dr ou (delydn/dr) mostra como d/de varia com o tempo 


ções que envolvem derivadas. Elas podem ser 


Equações diferenciais são equa 
classificadas como de primeira ordem, segunda ordem, terceira ordem etc., de acordo 
com a derivada de mais alta ordem da equação. Para uma equação de primeira ordem, a 
mais alta ordem será dv/dt, de segunda ordem será d? /dP?, de terceira ordem será d? dr? 


e de n-ésima ordem será d"v/dt”. 


Este capítulo aborda os tipos de resposta para sistemas de primeira e de segunda 
ordem, e a solução dessas equações diferenciais de modo que as respostas do: emas 
a diferentes tipos de entradas possam ser obtidas. Basicamente os métodos utilizados 
podem ser classificados como qualquer um que tenta uma solução que modele ou 
transforme a equação em outra forma que possa ser manuseada pela álgebra convencio- 
a de solução; o Capítulo 4 trata de 


nal, Este capítulo considera a aproximação de tentati 


um método utilizando de uma transformação. 


onnole Cap 
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EXEMPLOS DE SISTEMAS DE PRIMEIRA 
ORDEM 


stema de Pitas ordem é um tanque de água controlado por uma bóia 
il ão na qual a água entra no tanque e, assim, a ra 

gua no tanque varia com o tempo dependem da diferença na altura 

no tanque e da altura H na qual a bóia corta o fornecimento de água 


Um exemplo de s 
(Fi 


completamente, isto é: 
Taxa de variação da altura é proporcional a (= h) 
Portanto: 


dh 


= h 
dr = MU = A) 


onde d//dı é a taxa de variação e k é uma constante, 


Quanto mais o nível da água aumenta no tanque, maior o valor de (H — A) e 
menor a taxa de variação da altura com o tempo (dh/dt). A equação que descreve esse 


comportamento é: 


hatti- 


Podemos considerar que tal sistema tem como entrada a altura desejada H e 
a h (Figura 3.3(0)). 


como said 


Nivel 
máximo *! | 2 


(a) 


(o 


(a) Um tanque de água controlado por bóia, (b) a variação da altura da 
água com o tempo e (c) o sistema com sua entrada e saída. 


Figura 3.3 


Um outro exemplo de um sistema de primeira ordem é um capacitor oni seco 
com um resistor (Figura 3.4). A taxa de variação da diferença de potencial vo cia um 
é proporcional à diferença no valor come ve €a 


capacitor com o tempo, isto é, dre/di, 
tensão de entrada para o sistema V. 


Taya de variação de vo é proporcionala (vo) 
Que é usualmente escrito como: 


Fi e 
e v 
| e v 
v 
Í R 
0 tempo i 
(a) (b) 
Vet, v 
Figura 3.4 (a) Circuito RC série, (b) a variação da dilerença de potencial no capavitor 


com o tempo e (c) o sisterma com sua entrada e saida. 


va 3 bb) mostra como a e varia com o 


onde R é a resistência e C é a capacitância. A F 
tempo. e a equação a seguir descreve seu comportamento 
watie y RO 


A entrada de tal sistema é a tensão V e a saida É a diferença de potencial iy 


(Pigura 34(0)). 


viação de alguma variável 


lores de referência (que 


Em todos os sistemas de primeira ordem, a tava de 
é proporcional à diferença entre essa variável e algum de seus vi 
pode ser zero). 
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EXEMPLO 1 


Quando um termômetro é colocado em um líquido quente em uma temperatura Opa 
al a temperatura O lida no termômetro varia com o tempo é proporcional à 
rá (a) a forma da equação diferencial que descreve o 
peratura lida pelo termômetro com o tempo e (h) a 


razão na qu 
dilerença entre 0 e Oy. Qual 
comportamento da variação da tem 
equação de O com o tempo? 


Solução 


(a) O sistema tem 


Taxa de variação de 6 proporcional a (Oy = 0) 


A equação diferencial é: 


dO e proporcionat (Oy = 0) 
dr 

dO ei = 0) 

dr 


onde k é uma constante, Essa é uma relação típica de um sistema de 


primeira ordem. 


(b) Para um sistema de primeira ordem com entrada Oj e saída O temos a 


a de um sistema de primeira ordem a seguir: 


equação tipic: 


O= 0l -e 9 


EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE PRIMEIRA 
ORDEM 


A equação diferencial de primeira ordem é em geral da forma: 


Yaxa de variação do sinal de saída é proporcional a (00 = 00) ou. como 


normalmente é escrita 


E) 


dO, 
a 
"dr 


+ dub, = 
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onde a4, ap € bo são constantes, a função entrada do sistema e 05 é a saída. A taxa na 
qual a saída varia com o tempo é dO,/dr. 


Os sinais de entrada para os sistemas podem ter muitas formas, Uma forma comum 
é a entrada degrau unitário, onde ocorre uma variação abrupta do sinal, como mostrado na 
Figura 3.5(4). Um exemplo seria quando uma tensão é aplicada ao circuito RC série da Figura 


3.44). Outras formas de entrada frequentemente encontradas sã ampa 
e senoidais (Figura 3.5). Um impulso é uma entrada de curta du rampa é uma 
entrada que varia linearmente com o tempo, e uma entrada senoidal é aquela cujas oscilações 


podem ser descritas por uma equação da forma sen w, com w sendo a fregiiência angula 


Entrada Entrada Entrada Entrada 


0 Tempo 


“Tempo 0 Tempo 0 Tempo 
(a) (b) (c) (d) 


Figura 3.5 Sinais do entrada: (a) degrau, (b) impulso, (c) rampa e (d) senoidal. 


RESOLVENDO UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
DE PRIMEIRA ORDEM 


xiste um grande número de métodos para resolver uma equação diferencial de primeira 


ordem: um metodo genérico é mostrado a seguir. Para a Equação |U; 


dO, 


+ ago = MA; 


substituindo: 
Qu=uty 
então: 


dev tv) 


a Pao) = O; 


a 


po Engenhar 


de Controle Cap. 3 


Rearranjand 


(aita | (a wy ww | m, 
Fazendo: 
ui E + uw = DO; RI 
temos: 
as! + aqu= 0 [3] 
dr 


o quando 
sposta 


Essa última equação, quando resolvida, dá um valor para u na equa 
não existe qualquer entrada. Por essa razão u é chamada resposta transitória ou rí 
livre da saida, A equação envolvendo uma função entrada v forga o sistema a uma resposta 
m, v é chamada de resposta forçada da solução. A solução geral é então: 


particular. A: 


o= u + v 
Resposta Resposta 
transitória forçada 


asitória não há necessidade de conhecer qual a forma 
caso, é necessário 
ão. 


Para obter a resposta t 
do sinal de entrada — a resposta é independente da entrada. Assim, nes: 
resolver apenas a Equação diferencial [3]. Podemos fazer isto tentando uma soluç 


Fazemos, por exemplo: 
u=A e 


Então, se du/dt =.As e”, a equação diferencial toma-se: 


asse! + ade! =0 


e, já que os termos A e” se cancelam: 


ajs +ag=0 


Cupido Resposta di sistema 


Assim: 
u= A expo (aota) 
Para obter a solução da Equação diferencial [2]: 


ui E FA =A 
podemos tentar uma solução. A forma da solução a tentar depende do sinal de entrada. 
ara uma entrada degrau quando 0; é uma constante para instantes de tempo maiores que 
) a solu „onde k é uma constante. Quando o sinal é da forma deserta 
pela equi 
zero, então podemos tentar uma soluç; 

um sinal rampa onde 0; = br, a solução a tentar é v 
co-senoidal devemos tentar a solução v = À sen ot + B cos wr. 


ão a tentar é v 
ão O; = u + bt + ct? +... onde qualquer dos coeficientes a. b, e ete, pode ser 
ão da forma ves a + Det eta. Portanto, para 
bi, Para um sinal senoidal ou 


Supondo uma entrada degrau (Figura 35(0)) em ts 0, isto é a entrada vn ro O 
subitamente assume o valor 0; e permanece constante nesse valor, podemos tentar a solução 


possível: 


Como 4 é uma constante dv/de = O, a equação diferencial torna-se: 
aok = bob, 
e então: 


EO 


ay 


v 


A solução completa é então: 
Bzury 
0o =A expo (dotan) + (bolan)O; 


Podemos determinar o valor da constante A dando alguma condição inicial 
(contorno). Se do = O em t = 0, então: 


0 =A + (bo/up)ð; 
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Assim A = — (by/ag)O; e a equação torna-se: 
Bo = = rlan; exp = tarla) + (Dolaç)O; 


My = hup = esp C aoran gi 


áfico de como a saída Og varia com 9 tempo para 
ção são gerais c descrevem a resposta 
em degrau que ocorre em t= 0. 


A Figura 3.6(b) mostra un 
au na Figura 3,660). O gráfico e a equa 
entr 


entrada de, 
de todos os sistemas de primeira ordem pars 


Entrada Saida 
(o/a); sie 
E 1 o 
(b) 


(a) Entrada degrau para um sistema de primeira ordem e (b) a saída 
resultante. 


Figura 2.6 


EXEMPLO 2 


Um sistema elétrico, uma resistência em série com um capacitor (como n; ura 3.4), 
quando sujeito a uma entrada degrau de amplitude V. tem como saída a diferença de 
potencial no capacitor ve que é dada pela equação diferencial; 


dy, 
ROSS p= | 
dr 


Qual é a solução da equação diferencial, isto é, como ve varia com o tempo? 


Solução 


Comparando a equação diferencial com a 


dO, 
ano W na = Tel; 
dr 


Cap.3 Resposta do sistema 123 


. Assim, a solução é da forma dada pela Equação [4]: 


entãoaj=RC,ay=1ebo= 
Bo =(Do/ag)O; = exp = (aota DI 


ve= VI -exp (RO 


CONSTANTE DE TEMPO 


ão diferencial de primeira ordem [1]: 


Para a solução. Equação [4], de uma Equaç 


O, = thola dil I = exp = taot anl 14] 


Quando + = 0, o termo exponencial tem valor de 1, e assim Do = 0. Quando 1 = es, 
o termo exponencial é igual a zero e então 00 = (bo/ag)O;. E: 
permanente. À relação entre a entrada e a saída em regime permanente é: 


04 = (Dolao)O; 
e a função de transferência em regime permanente é: 


T dm 
Gas q = 151 


A Equação [4] pode ser escrita como: 


Oo = Ggs0l l = exp = (aof an) lol 
Quando o tempo 7 é igual a (11/40), O termo exponencial é igual a e! = 0,37 e 
Oo = OssO 0.37) = 0.63Gss0; 

Nesse instante de tempo a saída já atingiu 63% de seu valor em regime 


permanente. Esse instante de tempo é chamado de constante de tempo t. Em duas 
constantes de tempo 2(aj/ay) = 27, o termo exponencial torna-se e” 


D = Css 0.11) = 0,860550; 


De forma semelhante, podem ser calculados os valores da saída para 3t, 4t, 5t 
ete. A Tabela 3.1 mostra os resultados desses cálculos e a Figura 3.7 mostra o gráfico 
00/0; pelo tempo. Esses resultados são gerais e aplicáveis a todos os sistemas descritos 
por equações diferenciais de primeira ordem. 
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Tabela 3.1 Resposta de um sistema de primeira ordem a uma entrada degrau. 
Tempot Oo 
0 fo) 
Mer 0,63Gss 
Br 0,86Gss 
37 0,95Gss A 
4r 0,98Gss 
51 0,99Gss 
w Gss 
Tempo 
Figura 3.7 Resposta de um sistema de primeira ordem a uma entrada degrau 


Assim a Equação [6] pode ser escrita em termos da constante de tempo: 


1 


ur 
) 


0s = CGys0 e 


e podemos usar as relações Gss = bo/ay € T= a/o para escrever a equação diferencial 


de primeira ordem (Equação |1]) na forma: 


doo 
a T + açdo = boði 


Capd Resposta do vivo 15 
ado, _ bo 
agdt Sia aq Bi 
dO, s 
à TO = Gosh [81 
EXEMPLO 3 y 


A Figura 3,8 mostra como a saída vo de um sistema de primeira ordem varia com o tempo 
quando sujeita a uma ent au de 5 V, Estimar (u) a constante de tempo, (b) a 
função de trai a em regime permanente e (0) a equação diferencial de primeira 


ordem para O sistema. 


| 


mi e o Rr 
Oa A ee do dz 
Tempo(s) 


Figura 3.8 Exemplo 3 


Solução 


(a) A constante de tempo T é O tempo gasto pelo sistema de primeira ordem 
para ir de O a 0,63 de seu valor em regime permanente. Nesse caso, esse 
tempo é de 3 s. Podemos checar esse valor e que o sistema é de primeira 
ordem determinando o valor da resposta em 27, isto é, 6 s. Para um sistema 
de primeira ordem deve ser 0,86 do valor em regime permanente 


(b) A saída em regime permanente é 10 V. A função de transferência em regime 
permanente é Gss (entrada/saída em regime permanente) = 10/5 = 2. 
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(c) A equação diferencial para um sistema de primeira ordem pode ser escrita 
como (Equação [8]: 


dO, 


o = Gss®; 
ir te ss! 


dvo 
3 4 


dir 


EXEMPLO 4 


A relação entre a velocidade angular de saída © e a tensão de entrada v; para um motor 


quando sujeito a uma entrada degrau pode ser dada por: 


me permanente da velocidade angular e a constante 


Qual será o valor em re 
ema quando vj= 1 V? 


de tempo do si 


Solução 
A equação diferencial pode ser comparada com a Equação [8]: 


AO 


EQ Gssth 


dr 


A função de transferência Gss é 1/K' e portanto a velocidade angular (1/K1)vi. 
A constante de tempo é JR/K 1 K3 


OPERADOR D 


Uma outra forma de considerar equações diferenciais é utilizando o operador D. Na 
equação diferencial dO/dr é substituído por DO, sendo D chamado de operador. De forma 
semelhante, d0/dr pode ser substituído por DO. Em geral: 


io = dO 19] 
dr 


Cap.3 


A integração de © em uma equação significa substituir o integrador por D” !0. 
O operador D, combinado com suas constantes e suas integrais de potências positivas, 
pode ser manipulado por regras ordinárias de álgebra. Por exemplo: 


DO + 0 =(D + 10 


onde 0 é a vari; 


Deu +y 


onde me v säv as variávei 
D'D't6=D't"0 


onde 0 é a variável e n e m são inteiros positivos. 


OPERADOR D DE UMA EQUAÇÃO 
DIFERENCIAL DE PRIMEIRA ORDEM 


Uma equação diferencial de primeira ordem (Equação [1]): 


dO, | 


a ão ao = Ii | 


quando escrita em termos do operador D, torna 
ajDOs + ando = hi0; to! 
Existem procedimentos que podem ser usados para resolver equações diferen- 


forma. Um dos métodos consiste em seguir uma técnica semelhante à 
de equações diferenciais nas quais 


ciais dess 
anteriormente descrita neste capítulo para 
respostas transitórias e respostas forçadas foram determinadas. 


Seja: 


Og=u+v 


| 


então: 


DO, = Du + Dr 
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e assim a Equação | 10] torna-se: 
a Du + Dv) + uotu + v) = boði 


(a Du + ayu) + ta, Dv + aov) = bob; 


Se: 
a Dr + agr = boði tu 


então: 
2 
a Du + aqu= 0 2 


entrada, isto é, a solução em regime transitório. 


u é a solução quando não existe funç 
Supondo, para essa equação transitória, uma solução da forma: 


uaa 
então: 
E = Du = As e” 
Portanto, a Equação [12] torna-se: 
(as + agÃe! = 0 
e então: 


(as tag) =0 


ção, chaníada equação auxiliar, é formada tomando-se a equação 


Essa eq 
co 


diferencial para 8, em termos do operador D, igualando-se 0; à zero e substituindo- 
operador diferencial por uma variável algébrica s. Portanto isso signitica que s == a/an, 


e a solução transitória é: 


u = Ae! = A exp (-agi/ar) 


Para obter a solução da Equação diferencial [11 


ayDv + aov = DO; 


Cup à Resposta sistema tou 


pode-se também tentar uma solução, A forma da solução a tentar dependerá do sinal de 
entrada. Assim, para entrada degrau quando 6; é uma constante para instantes de tempo 
maiores que r = 0, a solução a tentar é v = k, onde k é uma constante. Quando o sinal de K 
entrada puder ser descrito pela equação na forma O; = a + bt + cÈ? 4... onde qualquer 
-se uma solução da forma v = a + 


dos coeficientes u, b. ¢ ete. pode ser zero, então tenta 

2 a é 
bt+ ett + Portanto, para um sinal rampa onde 0; = br a solução a tentar é v = bi. Para 
um sinal senoidal ou co-senoidal, devemos tentar v A sen wr + B cos mr. 


Supondo uma entrada degrau no instante 1 = O, isto é, a entrada é zero e 
subitamente vai para 0; e permanece constante neste valor o resto do tempo, então 
podemos tentar como uma possível solução: 


Como & é uma constante dy/dt = Dr = 0, a equação diferencial torna-se: 
stok = bob, 
e assim; 


b 
og 


do 
A solução completa é então: 
suty 
Oo =A exp - taot ar) + (bo ag)O; 


Podemos determinar o valor da constante A dada para alguma condição inicial 


(condição de contorna). Assim, se Oy = O, quando 1 = O, cimào: 


O= A + tboli 


Assim A = (by/a9)0; e a equação torna 


Oo = (bo Jay) Biexp = (uot fan) + (ho /au)0; 


09 = (bo /ag) O; [1 = exp (= aot /a1)) [13] 
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O valor em regime permanente da saída 8o é obtido quando não existem variações 
da saída com o tempo, isto é. dO, /dt = Do = 0. Quando isto ocorrer, então 8o /0; = bouo. 
Podemos definir uma função de transferência Gss como: 


O db 


Gss = 
T po uy 


rpe chamado de constante de tempo Toe a Equação LA pode ser eserita como: 
Bo = GssOl e E) [14] 
A Equação [10] com operador D para o sistema de primeira ordem: 
DO, + und = Dol 

é frequentemente escrita na forma: 


O ha 


Oo aD ima 


0, Ian 


G T janb a i 


e com a constante de tempo T= u/up e a função de transferência em regime permanente 


Gss como bo /an: 


Uo Oss 
D+ pt 


issa forma de equação é típica de um sistema de primeira ordem, 


XEMPLO 5 


O deslocamento d de um fole (Figura 3.9) é relacionado à pressão manométrica p, (a 
pressão nos foles é relativa à pressão atmoslérica) por uma equação diferencial de 


prin 


ira ordem: 


ad 4 
p Wiid 


au de presñioemt= 0. t 


Resolver essa equação para uma entrada d 


osta do sistema 131 


Pressão 
—| manomérica p 


Deslocamento d * 


Figura 3.9 Exemplo 5. 


Solução 

Esta equação é da forma dada na Equação [15]: 
% Oss 
a Dti 


cuja solução. para uma entrada degrau em 7 = 0, é dada pela Equação [14]: 
Oo atisi l =e 
Assim, a solução para o fole é: 


d=ip t-e" 


EXEMPLOS DE SISTEMAS DE SEGUNDA 
ORDEM 


Muitos sistemas de segunda ordem têm um comportamento semelhante ao de uma mola 
ae alguma forma de amortecimento. À Figu 10 mostraa base 
de tais sistemas. As forças agindo sobre a massa m são as forças aplicadas F em uma 
direção e. na direção oposta, as forças exercidas pelo esforço da mola e pelo amorteci- 
mento. A força devida à mola é proporcional à quantidade x na qual a mota foi esticada 
e pode então ser escrita como kr. onde k é a constante da mola. A força devida ao 
amortecimento. um pistão movendo em um recipiente, é proporcional à taxa na qual o 
ão varia, isto é, proporcional a dv/dr. Assim, a força devida ao 
a como edi Alr, onde e é uma constante. Se o somatório de 


a com uma m 


deslocamento do pis 
amortecimento pode ser eseri 


forças que agem na massa é 
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Somatório de força 


Massa m 
Força 
[aplicada F 
Entrada | sistema | , Saída 
F mola Deslocamento x 


Figura 3.10 Um sistema de mola de segunda ordem. 


Este somatório de forças causa uma aceleração a na massa (Segunda Lei de 


Newton). Assim: 


dx 
-kx -c = ma 
É: x PA 


Mas a aceleração é a taxa de variação da velocidade dv/dr e a velocidade v é a 
taxa de variação do deslocamento x, isto é, dx/dr. Assim: 


ddid) _ g?r 
dr d? 


Portanto: 


é Cap + Resposta do sistema tss 


Essa é uma equação diferencial de segunda ordem de um sistema no qual uma 
força abrupta F foi aplicada, isto é, uma entrada degrau. A forma na qual o deslocamento 
resultante v varia com o tempo depende da quantidade de amortecimento do sistema. Se 
não existir amortecimento algum, a massa oscilará livremente pela mole, e as oscilações 
continuarão indefinidamente, Nenhum amortecimento significa cdv/de = 0. Entretanto, 
se houver amortecimento, as oscilações diminuirão com o tempo, até que a massa atinja 
um deslocamento em regime permanente, Se o amortecimento for grande o suficiente, 
não existirão oscilações, o deslocamento da massa aumentará lentamente com o tempo 
gura 3.11) 


e a massa se moverá gradualmente para a posição em regime permanente ( 


Entrada Saita 


Saida 


=o 


Figura 3.11 Variação da saída com o tempo (a) para uma entrada degrau, (b) sem 
amortecimento, (c) com algum amortecimento e (a) muito amortecido. 


emplo de um sistema de segunda ordem é um circuito RLC série 


circuito, quando sujeito a um degrau de amplitude Vem (= 0, a 


Um outro e: 
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A L 
E mim ASA O 
Entrada | 
degrau i fu 
Entrada Circuito Saida 
v RLC ) 


cuito RLC série 


Figura 3.12 


Na ausência de 


ilar indefini- 


O amortecimento em um circuito ALC é dado pela resistêne 
uma res a corrente num circuito oscila livremente e continua a os 
damente, Então o termo (R/L)di/dt é zero. Entretanto, a presença de um resistor resulta 
em uma oscilação amortecida com o tempo, e a corrente atinge o valor final no regime 
permanente, Se a resistência, isto é, o amortecimento, for bastante grande, não existirão 
s. A corrente aumentará lentamente com o tempo e gradualmente se encami- 
i o valor em regime permanente. Os gráficos de variação da corrente com o 
tempo para diferentes valores de resistência são como os mostrados na Figura 3. LI para 
de deslocamento da mola com o tempo para diferentes graus de amortecimento. 


a varia 


EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE SEGUNDA 
ORDEM 


Uma equação diferencial de segunda ordem tem a forma geral: 


O, dO, 
das + dh 
de dr 


+ aða = bodi 116] 


onde bo. do. aj € az são constantes 


de um sistema de 


Na ausência de qualquer amortecimento ou força, a sai 


segunda ordem é uma oscilação contínua que pode ser descrita pela equação: 


Pa =A sen ow 


onde A é a amplitude da oscilação e @p € a frequência angular das oscilações não-amor- 


tecidas. Diterenciando: 


dos 
= 04 cos Op 
dr 
o, F 2 
+ = (GA sen Ot = 0d) . 
dr 


A equação diferencial torna-se: 


400, = 1) 


dr 


A equação diferencial de segunda ordem genérica é normalmente escrita como: 


EO oro 1 


a 2 z 
t2% + 020, = hoh 
i Co i + 030a = MORO u7 


a freqüĉncia natural angular com a qual o sistema oscilará livremente na 


onde On é 


que 1, temos a situação da Figura 3.1 (e): e quando G 
Figura 3.1 (dd). As razões para que os sistemas se comportem dessa forma tornar-se-ão 


aparentes na próxima seção deste capítulo. 


RESOLVENDO UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
DE SEGUNDA ORDEM 


Uma equação diferencial de segunda ordem pode ser resolvida pelos mesmos métodos 
descritos anteriormente para a equação diferencial de primeira ordem. Substituindo por Bo: 


= u + y 
Resposta Resposta 
transitória forçada 


genharia de Controle Cap.3 


136 


então, para u: 


Pu du 2 
$ a =0 118] 
E Con gy + Au 
e para v: sz 
Es ' 5 
LY 42 gon SE + oke = wabobi 119) 


dê 


Para resolver a equação homogênea podemos tentar uma solução da forma: 


dão [18] torna-se: 


Assim a Equa 


Astes! + 2 Gu Ase” + wpe” = O [20] 


P+2los ta =0 


Assim u = A e“! pode ser uma solução, contanto que a equação acima seja igual 


a zero. Essa equação é chamada equação auxiliar. As raízes dessa equação podem ser 
obtidas por fatoração ou usarido-se a fórmula para determinar as raízes de uma equação 


de segundo grau: 


onde a, b e c são as constantes em uma equação da forma (ax? + bx + c) = 0. Assim, no 
contexto de equações dadas pela Equação [20]: 


2 Ca 


Cup.3 Resposta do sistema 


| s= on E ME = 1) EM 


Os valores de s obtidos da equação anterior dependem muito do termo que está 
dentro da raiz quadrada. Assim, quando Q? é maior que 1, o termo na raiz quadrada dá 
um número positivo; e, quando %* é menor que 1, temos a raiz quadrada de um número 
negativo. O fator de amortecimento ao se determinar se o termo na raiz quadrada é um 
número positivo ou negativo é um fator importante na definição da forma da saida do 


sistema. 


Quando ( > 1, existem duas raízes reais diferentes, sı e s2, onde: 
si = Gn + ag -D 
-ban + NG? - 1) 


È e então a solução geral para u é: 


42 


u= A exp sit + B exp sat 1221 
Para tais condições o sistema é dito ser superamortecido. 
Quando % = 1, existem duas raízes iguais com sı = 52 = — On. Nesta condição, 
o sistema é chamado de criticamente amortecido: 
123] 


u = (At + B) exp pf 


o, com uma só 
uda 


4”, mas tal solui 


aso deveria ser u 


A solução para esse 


constante A, não é capaz de satisfazer as condições iniciais para um sistema de se 


ordem. 
Quando Ç < 1, existem duas raízes complexas, já que as raízes envolvem o termo 
V(= 1). Assim, a Equação [21] pode ser escrita como: 


ton t MR - 1) 
s = -Gon to MEDA - 0) 
e então, escrevendo j em lugar de (= 1), 


s = -bn t jaN - 0) 
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Fazendo: 


comia NU = 6 [24] 


então 
= Cont ju 

e então as duas raízes são: 
s=- Con tio 

s=- toy = jo 


frequência angular do movimento quando está na condição de 
ada por 4. A solução nessas condições é: 


O termo « é 


amortecimento especif 
u= A exp t Gn + jod + B exp (= Son + joy 


u = exp (- Gn DIA exp (jon + B exp (= jon] 


Mas: 
eJ” = cos wf + j sen o 
é 
ts eosa = j sen w 
Portanto: 


u= exp t Cod cos qr dj sen o+ B coso jR sen w) 
n = exp (- GODNA + B) cos wr + j(A — B) sen or] 


constantes P e Q: 


Se substituirmos (A + 8) € jA — B) pe 
u = exp (= OAP cos or + Q sen w) [25] 


ma é dito ser subumortecido. 
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Para resolver a Equação forçada [18], considere um particular sinal de entrada 
e então tente uma solução. Para uma entrada degrau de amplitude Bem = 0, podemos 


tentar uma solução: 


k 


onde 4 é uma constante (ver a discussão sobre a solução de equações diferenciais de 
primeira ordem pela escolha de soluções). Para tal solução: - 


dy 


dr 


=) 


[| 


ão [19] torna-se: 


040 + 02k= boo 


Assim: 


h 


é, a resposta transitória mais 


A solução completa é então a soma de me v, is 
a resposta forçada. Assim, para um sistema superamortecido: 


Bo = A exp sir + B exp saf + boði 1261 
para um sistema criticamente amortecido: 
Op = (A1 + B) exp = Onf + boði 1271 
e para um sistema subamortecido: 
[28] 


Bo = exp (= Lo cos or + Q sen w) + boði 
Quando £ = v, todas as três equações acima levam à solução Bo = boði. Assim: 


a ; 3 0, 
Função de transferência em regime permanente Gss = 


129] 
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A Figura 3.13 mostra gráficos de saída em função do tempo para diferentes 
graus de amortecimento, isto é, diferentes valores do fator de amor tecimento %. O eixo 
de tempo é (ont, não importando o valor de n: Como consequência, os valores O = O 
-amortecidas acontecem para On! = 0, 21, 47 etc., com Bo = 2 valores 


para oscilações nã: 
em n, 3n ete. 


Figura 3.13 Resposta de um sistema de segunda ordem ao degrau unitário. 


EXEMPLO 6 


Um circuito RLC, como mostrado na Figura 3.12, tem R = 100,0,L=20He C= 20 pF. 
A corrente i no circuito é dada por: 


li Rai, 
de LO LE 


e uma entrada degrau V. 


(a) 
th) 
te) 
(d) 


Soluçãe 


ta) 


(b) 


(e) 


(ud) 


dor sistens 


Qual é a frequência natural do circuito? 


O sistema é superamortecido, criticamente amortecido ou subanior tecido? 


Qual é a freqüência da oscilação amortecida? 


Qual é a solução da equação diferencial, se em = 0 temos Oy = 0 e dO, Al = 0? 


Comparando a equação com a Equação [17]: 


dO dO, à, a 
Tê +2 Cn oi ado = broda 
3 | 

RE a 


LC 20x20x10 
On = 158Hz 


Comparando com a Equação [17]; 


R 100 
PEE N 
2 Nasa 
Assim: 
RE 
“Pa 


Como U é menor que 1, o sistema é subaumortecido. 
A freqüéncia de oscilação amortecida a é dada pela Equação [24] como 
Ç = 158 VU = 0,18) = IMZ 


o = dl 
Como o sistema é subamortecido. a solução será da forma dada pela 
Equação [28]: 

Bo = exp (- Gon)? cos r + Q sen or) + by O, 

Como 8, = 0 quando t = 0: 

O= HP + 0) + bob; 

- boði. 


Assim P 
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Já que dO /dr = O quando r = 0, e como d(uv) [dt = udv [dt + vdu /dr: 


do, 
d 


exp EEN (OP sen wr = OQ cos 01) 
= Comp enp (= Coy) U’ cos or + O cos 01) 

O= O- 00)- Con (+ 0) 

O unine PD 

Assim: 


Po = exp (= Gont) j D0; cos o = Eion /0)0;] + boi 


= 143Hz; by = 1e 9; = V, então: 


Para o = 158 Hz: Ç= 0.1 


Bo =- V exp t 25nfcos 143r + 0.18 sen 143r] + V 


EXEMPLO 7 


Existem muitos sistemas que têm como entrada o movimento de giro de um eixo . À 
Figura 3.14 mostra o sistema básico. A entrada, um torque T, é aplicada a um disco com 
um momento de inércia 7 acoplado ao eixo mecânico, O rotor gira livremente em uma 
extremidade do disco, mas é fixo na outra. A rotação sofre oposição da rigidez torcional 
do rotor e de um torque AO, devido à rotação de entrada 09. k é uma constante, As forças 
de fricção amortecem a rotação do rotor e fornecem um torque de opo: ição cdo /dt, onde 
e é uma constante e dOo/dr é a taxa na qual a rotação de entrada varia com o tempo. 


Torque 
torcionalde Momento de 
oposição, Inércia 


Pile 


Torque 
ficcional de 
oposição 


Figura 3.14 Exemplo 7. 
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(a) 
(b) 
(e) 


Solução 


(a 


(h, 


Qual é o somatório de forças que agem no rotor quando existe uma rotação 
de entrada de 06? 
Um somatório de forças provoca uma aceleração angular de 1d?0% /dP. 
Escrever a equação diferencial para esse sistema. 
Qual é a condição para esse sistema ser criticamente amortecido? 
O somatório de forças é: 
F do, 
Somatório de forças = T- « - KO 
dr 

O somatório de torques é 14206 /dt, portanto: 

PB, do, 
t-g aT -ear i 

dr dr 
pE% E 

po a pes 
A condição para amortecimento crítico é dada pelo coeficiente de amor: 
tecimento (= |. Comparando a equação diferencial acima com a 
U7: 

ADO, a 
+2 Cm djy + O0 = biwo; 

Então: 
eso 

a) 
e: 
ot by 
Lge g 
Assim: 
e t ' € 


Mot NT NT) 
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Assim o amortecimento crítico significa que devemos ter: 
e = NI) 

EXEMPLO 8 


A saída O, de um sistema de segunda ordem varia com o tempo quando sujeito a uma 
au 0; de acordo com a equação diferencial: 


entrada degr 


o, dO, 
Te 


=40 
de ru Ê 


Qual é (a) a frequência angular subamortecida, (b) o coeficiente de amorteci- 
mento e (c) a solução da equação diferencial quando o sistema está sujeito a uma entrada 
abendo que em 7 = 0 temos 8o = 0 e dO, /dr = 0? 


degrau de'0; em (= 0, 


Solução 


(a) Comparando a equação com a Equação [17]; 


“O, dO, a $ 
2 + 2 lo + 040 = biw O, i a 
de? dr 
wi = 4 
mg = 2Hz 


(b) Comparando a equação com a Equação [17]: 


Xo 


O sistema é criticamente amortecido. 


(c) A solução para um sistema criticamente amortecido sujeito a uma entrada 
degrau é da forma dada pela Equação [27], isto é 


B = (At + B) exp — Ont + boði 
Como 9 = O quando t = 0, então: 


=(0+B)1 + boð; 
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B'= = b®; 
Se dð, /dt = O quando += 0 e d(uv) [dt = udi/dt + vdu/dr: 


do, 
dr 


? = A exp- Opi + (At + B) (~ 0a Sp = wi) 
0 =A - Bo 

Portanto À = Bo = — OgbyO;. Assim: 

8u = (- Onboð;t = Da0) exp = Ont + hð; 

Bo = = Pulat + 1) Exp = Opt + DaD, 

Se wi = 2 e bo =1, então: 


Oa =- B (2+1)? + O; 


EXEMPLO 9 


Um sistema de segunda ordem tem uma saída Oy que varia com o tempo / quando sujeito 
a uma entrada degrau 0; de acordo com a equação diferenc! 


PO, dA, 
i 


+ 360, = 369; 
dr 


(a) Qual é a frequência angular subamortecida? 


(b) Qual é o coeficiente de amortecimento? 


(e) Quai é a solução para a equação diferencial se em 7 = 0 temos 0, = (e 
dOgide = 0? 
Solução 
(a) Comparando a equação com a Equação [17]: 
se + 2 Gon ST + ao, = biok u7 
o = 36 
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(b) Comparando a equação com a Equação 117): 


2 tom 
5 
O sistema é superamortecido. 
(o) A equação de um sistema superamorte: ido quando sujeito a uma entrada 


degran e dada pela Equação [26] como: 


Que A espas + B esp o + hubi 


A di 4 - Ta 
sq e sp são as raízes da equação auxiliar obtidas substituindo d“ 05/d” f por 
alando a entrada a O, Assim: 


st dOo/de por se 
24 139436=0 


(s+ 3ds 4 12) =0 


Assim s 3 ou 12, Portanto: 


Date Yare 14 h 

Como 0y = 0 quando (= 0: 

O= AAB hM 

Como d0, [de= 0 quando 7 = 0, então: 


dO, 


ine s iaar 


Assim A = AB e então A =- (4 /3b00; e B = (1/3) bobi. Portanto, como h= 


v 


O= AUD e (4/0 Pra] 


MEDIDAS DE DESEMPENHO PARA SISTEMAS 
DE SEGUNDA ORDEM 


ema subamortecido a uma 


A Figura 3.15 mostra à forma típica da resposta de um 
vedegrau, Certos termos são usados para especificar tal desempenho. 


entr 
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1 
z Sobre-sinal 
2% ENS 
bs e ===, 
! ! 
l 1 
| 1 
) 
i 
i l 
AREN E AR EN E E SESE 
0 n 2 2n bu? 3n Iu2 


Figura 3.15 Resposta ao degrau para um sistema subamortecido 


é o tempo gasto para que a resposta Oo vá de O até o valor 


O tempo de subida t 
ao degrau, Este é o 


final Osg e é uma medida da velocidade de resposta de um si 
a resposta oscilatória gasta para completar um quarto do ciclo, isto é. 


er 


1 


tempo que 
Assim: 


w= In 130] 


umas vezes especificado como o tempo gasto para à 
em regime permanente 


ubida é al 
resposta aumentar de algum percentual indicado da respo 
para uma outra porcentagem especificada — por exemplo, 90%. 


O tempo de 


por exemplo. 10% 


ð tempo gasto para a resposta ir de O ao primeiro valor de 


O rempo de pico ip 
a oscilatória completar um meio ciclo, isto é. m. Assim: 


sse é tempo para a respos 


pico. 


orp=T 1311 


O sobre-sinal é a quantidade máxima na qual a resposta ultrapassa o valor em 
regime permanente. É a amplitude do primeiro pico. O sobre-sinal é algumas vezes 
escrito como uma porcentagem do valor em regime permanente. 


ão [28] dá a variação da resposta com o tempo: 


A Equ 


Bo = EXP E Comh U cos mr + Q sen wN + Dol; 


i 
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Como 8 = O quando 1 = 0, então: 
O= HUP +O) + bb 


P=- byb; 


Mas bað; é o valor em regime permanente Ogg. Assim 
Ba = exp L Wn Oss cos wr + Q sen w) + Oss 

O sobre-sinal ocorre em oy = m, assim: 

0 = Exp (= Cor/0X0ss + 0) + Oss st 


O sobre-sinal é a diferença da saida ngsse instante e o valor em regime 


permanente. Portanto: 


Sobre-sinal = Oys exp (= Goun/) 


' è 


Como a Equação [24] é: y 


Com 


oN — E 


Sobre-sinal = Oss exp 


Sobre-sinal = 0,, exp| -75E 133] 
Ne = 05 


Expresso como uma porcentagem de Oss: 


Jt ij: 
Sobre-sinal pesemas on y | 100% BH 
E 


A Tabela 3.2 dá valores de sobre-sinal percentual para valores particulares de 


amortecimentos. 


Cupido REAR da sistem [EM 
Tabela 3.2  Sobre-sinal percentual. 
Coeficiente de amortecimento 0,2 0,4 0,6 0,8 
Sobre-sinal percentual 52,7 254 9,5 1,5 


Uma indicação da velocidade de decaimento e dada peli razdo de queda ou 
undo solwesinal dividida pela amplitude do 


decremento, Esta é a amplitude do $ 


Wr = W Assim, a Equação [33] para o primeiro sobre-sinal, é 


Primeiro sobre-sinal = Oss | lim | 
vrees, 


Por análise semelhante, 0 segundo sobre-sinal é: 


pm 
Va = | 


undo sobre-sinal = tyy a| 


Assim, a razão de decremento é; 


3 segundo sobre-sinal 
Razão de decremento = 
primeiro sobre-sinal 


Oss exp [6-2 Gr/Nd 
Razão de decremento = ~ > f 


Ogg exp [= Uu/N( = a 
Razão de decremento = exp [Gr = 0) ol 
O tempo de estabilização ty é usado como uma medida do tempo gasto para que 


s desapareçam. É o tempo gasto para a resposta diminuir e permanecer dentro 
do valor final (ver Figura 3,11) Isto 


as oscilaçõe 
de algum percentual especificado, por exemplo, 2 
significa que a amplitude da oscilação deve ser menor que 2% de Oss. À 
como a resposta Qo varia com o tempo: 


iquação [521 


indic: 


Bo = exp (= wnt) Oss cos wt + Q sen wr) + Oss 
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A amplitude da oscilação é (8o — Oss), assim: 
Es Amplitude = exp (= Con(Oss cos wi + Q sen wr) 


Os valores máximos da amplitude ocorrem quando o é um múltiplo de 7, e 
). O tempo de estabilização é medido quando a amplitude 
o é, 0.02 Ogg. Assim: 


0,02 Ogg = exp (= ON Oss x 1+0) 
0,02 = exp t- Cont) 
Tomando o logaritmo: 


tn 0,02 = Looks 


In 0,02 3,9, ou aproximadamente 4. Assim: 
4 É 
= 3G 
uam 1361 


Esse é o valor do tempo de estabilização se o percentual especificado é 2%. Se 


u A o percentual é 5%, a equação torna-se: 
HA 
ye dee 1371 
i tom 

p 
1) Como o tempo gasto para completar um ciclo, isto é, um período, é Uf. onde f 
TA é a Ireqiiência, então. se w = 27/, o tempo gasto para completar um ciclo é: 

p 
' 2 

} - Período = = 

[A 
lo 
f 1 Para um tempo de estabilização de ts, o número de oscilações que ocorrem é: 

[4 
fh tempo de estabilização 
13) Nimero de casdifições a UPE E s 138] 
15 período 
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e assim para um tempo de estabilização para 2% do valor final, combinando a Equação 
[36] com a [38]: 


A/o 20 


Número de oscilações = 5" = SO. 
j 21/0 ~ neon 


Como a Equação [24] é: 
o= ot -0) 


então: 


2 lil - 0) 
Tio 


Número de oscilações = — 


139] 


EXEMPLO 10 


Um sistema de segunda ordem tem uma frequência natural de 2,0 Hz e uma frequência 
amortecida de 1,8 Hz. Qual é (a) o fator de amortecimento, (b) o tempo de subida para 
100%, (c) o sobre-sinal percentual máximo, (d ) o tempo de estabilização para 2% e (e) 
ções que ocorrem dentro desse tempo de estabilização? 


o número de os: 


Solução 


(a) Pela Equação [24]: 


o = 0d = 2) 

18 = 200 - ® 

e então É = 0.44. 
(b) Pela Equação [30]: 
l r 


o=! 


' = 0.87s 
< 8 


a A Atas 
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(c) Pela Equação [34]: 
Sobre-sinal percentual = exp | - = | x 100% 
va- 
sed 100% 
=exp| — x r 
ya = 04 
= 21% 
(d) O tempo de estabilização para 2% é dado pela Equação [36] como: 
4 4 ia 
a TND 0 DS 
(e) A Equação [39] para um tempo de estabilização de 2%, é: 
Número de oscilações = 24 E 
scilações = — ê 
EXEMPLO 11 


Uma antena de TV, quando sujeita a uma entrada de torque originado por uma súbita 
rajada de vento, sofre oscilações torcionais. A equação diferencial da estrutura é: 


O, 


do, 
ga + Sao + 100 86 = 100 8; 


Qual é o tempo de estabilização da estrutura pelo critério de 2% do valor final? 


Solução 
Comparando a equação diferencial com a Equação [17]: 


do, 
Ono + Mo = biog 
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então 2Cw = 5. O tempo de estabilização para 2% é dado pela Equação [36] como: 


4 4 
a to, 5/2 i 
EXEMPLO12 


Um sistema de segunda ordem tem um sobre-sinal percentual de 10% e um tempo de subida 
de 0,45 quando sujeito a uma entrada de; . Qual é (a) o coeficiente de amortecimento, (b) 
a freqüència angular amortecida e (e) à frequência angular subamortecida? 


Solução 
(a) O sobre-sinal percentual é dado pela Equação [34] como; 


Sobre-sinal percentual = exp| = E x 100% 
va- 


Assim: 


0,10 = 


n010 = 


-2a Vi TA e 


5,341 = 0) = 99% 


Portanto 0 = 0,6. 


(b) Pela Equação [30]: 


osz rT de 3,9Hz 


p n | 154 Engenharia de Controle Cap.3 r: 
f 

ur; (c) Já que a Equação [24] é: 

af) te lt “8 

nf 39 


ep = openge n 49 Hz 
Net = 0,6) 


OPERADOR D E SISTEMAS DE SEGUNDA 
ORDEM 


Uma equação diferencial de segunda ordem [11]: 
10o 

+ aoo = Do 
dr 


pode ser escrita com o operador D como: 
ab? 0, + e DO + tudo = Doi 
(as? + a D + a0) 0a = Do; 


O ho 40] 


O aD? + aD + ay 
A equação diferencial de segunda ordem [17]: 


O sm dO 
' 


$ Com e! wta = MoN 


dr 
pode ser escrita em termos do operador D como: 


DO, + 20DA + oi = Di 050; 


Ba by oh Eu 


Essas equações podem ser resolvidas da mesma forma sudotada para a equação 


nitorencial de primeira ordem 
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EXEMPLO 13 


Um sistema pode ser representado por: 


| aa gt 
DDD +) 


Qual é a frequência angular subamortecida e o fator de amortecimento para esse 
sistema? 
Solução 
A equação pode ser rearrunjada para: 

D20, +7 DO + 10 Do= 0; 

Comparando com a Equação [17]: 


0, dO, 
i + o ne + ojos = ho 
d 


D?O, + 2w} DO, + Op 8a = MO 


Assim. 02 = 10 e então On = 3.2Hz, 2n = 7 é C= 


PROBLEMAS 


1. Dê exemplos, utilizando equações diferenciais. de um sist 
ordem. 


ema de primeira ordem e um 


sistema de segunda 
2. Um sistema de primeira ordem tem uma saída v que varia com o tempo 7 de acordo com: 
à 
v= VA =e") 


onde Vé o valor em regime permanente da saída. Qual é a equação diferencial? 


tante de tempo de 4s e uma função de 


à. Um sistema de primeira ordem tem uma cons 
a forma da equação diferencial para esse 


transferência em regime permanente de 6. Qual 


sistema? 


150 


6. 


9, 


10. 
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Um termômetro de mercúrio tem uma constante de tempo de 10s. Se está marcando 20 * 
e é subitamente mergulhado em água quente a 80°C, qual será a temperatura indicada pelo 
termômetro depois de (4) 10s e (b) 20s? 


Um circuito consiste em um resistor R em série com um indutor L. Quando sujeito a uma 


tensão de entrada degrau V no instante £ = O a equação diferencial para o sistema é: 
Ali e a 
dr k L 


para essa equação diferencial, (b) a constante de tempo e (c) a corrente 


Qual é (u) a soluçã 
em regime permanente į? 
Quais são as constantes de tempo e as fungos de transferência para os sistemas de primeira 


ordem descritos pelas seguintes equações? 
tu) 0,6 DO, + 0 = 0, 


tb) O 


2 
9 D+ 


5 


(e) (D+3) 6, = 20; 


Descreva a forma de variação da saída com o tempo para uma entrada degrau de um sistema 
de segunda ordem com um fator de amortecimento de (a) O, (b) 0,5; (6) 1,0 e (d) 1,5. 


Um circuito RLC é percorrido pela corrente à, que varia com o tempo, quando sujeito a uma 
entrada degrau 6;, conforme a seguinte equação diferen 


di, gl + 16 = 160; 
dê d 


al é (a) à frequência subamortecida, (b) o coeficiente de amortecimento e (0) a solução 
a equação se į = O em t = 0 e di/dr = 0em 1 = 0? 


Um sistema tem uma saída Oy que varia com o rempo t de acordo com a seguinte equação 


diferei 


o dO, 
+ 105 + 25 = 508 
d? dr ý 


(b) o coeficiente de amortecimento e (c) a solução da 
2em = 0 para uma entrada degrau de amplitude 37 


Qual é (a) frequência não-amortecid; 
equação se Bo = 0 em 1 = 0 e do /dt 
Um acelerômetro (um instrumento para medir aceleração) tem uma frequência angular suba- 


mortecida de 100Hz e um fator de amortecimento de 0,6. Qual será (a) o sobre-sinal percentual 
imo e (b) o tempo de subida quando existe uma variação súbita na aceleração? 
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Qual será (4) a freqüência angular subamortecida, (b) o coeficiente de amortecimento, (c) 
a freqüência angular amortecida, (d) o tempo de subida, (e) o sobre-sinai percentual 
máximo e (f) o tempo de estabi 


diferencial? 


do, 
“2 + 16 = 160; 


a tensão de TOY é subitamente aplicada a um voltimetro de bobina imo Ti 
var que o ponteiro do instrumento vai até HIV antes de atingir os 10V em 


podemos ob 
regime permanente, Qual é (4) 0 coeficiente de amortecimento e (b) o número de oscilações 
que o ponteiro apresentará antes que esteja em 0,2% do valor final? 


MAKRON 


No 


TRANSFORMADA DE LAPLACE 


INTRODUÇÃO 


A trunsformada de Laplace é um método de transformar equações diferenciais em 
equações algébricas mais facilmente solucionáveis. Este capítulo introduz a transforma- 
da de Laplace e considera sua utilização em problemas que requerem a solução de 


equações diferenciais 


Para colocar os conceitos de transformadas em perspectiva, um exemplo sim- 
ple de oma transformada matemática é quando o problema de multiplicação é trocado 
ação mais simples de soma pela transformada logarímica (Figura 4.1). 
ção de B por O para dar A: 


em tu 
im a multiplica 


A Ope 


\=BC 
pode ser transformada utilizando-se logaritmos: 


log A = log BC = log B + log © 


Multiplicação [ Transtor- | Adição ou | Transtor- | Pro 
- mação in- | olução 


— mação loga 
ou divisão | Himica” | subtração | versa 


Figura 4.1 Atransformação logaritmica. 


= EEE o mm 
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Podemos então somar log B e log C para dar um número D. Então: 


log4=D 


Para determinar A temos de realizar a operação do logaritmo inverso ou 


antilogaritmo: 


A = antilog D 


Uma transformada de Laplace é um tipo de operação matemática semelhante 

a essa transformada logarítmica (Figura 4.2). Equações diferenciais que descrevem como 
um circuito comporta-se com o tempo são transformadas em relações lgébricas simples, 
o envolvendo o tempo, em que podemos realizar manipulações algébricas normais. O 
comportamento do circuito no domínio do tempo será transladado para o domínio s, no 
qual são realizadas as manipulações alg s. Então podemos usar uma transformada 
inversa. como o antilogaritmo, para a transformação logarítmica, de forma a obter a 
solução que descreve como o sinal varia com o tempo, isto é, a transformada do domínio 


s para o domínio do tempo. 


Comportamento Manipulação 
descrito por equações algébrica de Solução no 
diferenciais Transior- | equações | Transfor- | dominio 
mada de - mação 
Dominio do tenpo | Laplaco | Dominio s | inversa | do tempo 


Figura 4.2  Atransformação de Laplace 


TRANSFORMAÇÃO DE LAPLACE 


O matemático francês P. S. de Laplace (1749-1827) descobriu um meio de resolver 
equações diferenciais: multiplicar cada termo na equação por e * e então integrar cada 
termo em relação ao tempo de zero para infinito; s é uma constante com unidade de 
I/tempo. O resultado é o que chamamos de transformada de Laplace. Assim a transfor- 
mada de Laplace de algum termo que é uma função do tempo é: 


Ir (função no tempo) e dr 
0 
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Como o termo que é uma função do tempo é usualmente dio: como f (1), com 
a transformada de Laplace, já que passa a ser uma função de s, rito como F(s). É 
comum o uso de uma letra maiúscula F para a transformada de E 
minúscula f para a função variando no tempo f (1). Assim: 


e de uma letra 


Fo) = Do no estar (1 


istor R com uma corrente é 


Para ilustrar o uso da notação função, considere um re: 
passando por ele em algum instante e seja e v a diferença de potencial, Geralmente escrevemos: 


Mas se v e į são ambas funções do tempo, podemos, de forma ideal, escrever a 
equação que indica essa relação, isto é: 


vét) = Rico) 


O termo (r) não indica que o termo precedente deverá ser multiplicado por t, mas 


apenas que o termo é uma função do tempo, isto é, seu valor depende do instante considerado. 


Se tomarmos a transformada de Laplace de i e v, a equação torna-se: 


Vs) = RI(s) 


V(s) indica que o termo é a transformada de Laplace de v(t); de modo seme- 
lhante, [(s) indica que o termo é a transformada de Laplace de i(1). O termo (s) não indica 
que o termo precedente deverá ser multiplicado por s. 


TRANSFORMADA DE LAPLACE DA FUNÇÃO 
DEGRAU 


Para ilustrar como a transformada de Laplace pode ser desenvolvida a partir de sua 
definição, considere uma função degrau. A função degrau descreve uma var 
em alguma variável. Essa função é usada frequentemente para descrever a variação em 
uma entrada para um sistema quando ocorre um variação súbita em seu valor — por 
exemplo, uma mudança na tensão aplicada ao circuito quando ele é ligado. A Figura 4.3 
mostra a forma que deverá tomar uma entrada degrau quando a variação ocorrerem! = O 
e a amplitude do degrau for 1. A equação para essa função é: 


ação abrupta, 


Cano rarsfoimada 


fig)=1 


para todos os valores de ¢ maiores que 0. Para valores de t menores que 0, a equação é: 


1)=0 
no 


— Tempo t 


Figura 4.3 Uma função degrau de amplitude 1 


A transformada de Laplace dessa função degrau para valores maiores que 0 é 


assim: 
Fis) = de eve 

e então: 
Quando + = 2, o valor de e” é 0, e quando r = (), o valor de e" é 1. Emão: 
ro =! py 


Suponha agora que, em vez de um sinal degrau de amplitude 1, tenhamos um 
omo na Figura 4.4. Então, para todos os valores de £ maiores que 


sinal de amplitude u, 
0, temos: 


fasza 


A transformada de Laplace dessa função é: 


F(s) = IE ae star 


ca e RP T E ea gro 
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"a 
sa edr 
| 
Mas a função tem a multiplicado pela transformada do degrau unitário. Assim: 
a 
BI 
9 


o de tempo por uma constante a dá uma 
transformada de Laplace que é apenas a multiplicação da transformada de Laplace 


daquela função por uma constante. 


n) 


———-—— Tompo t 


Figura 44 Uma função degrau de amplitude a. 


EXEMPLO 1 
Determinar, a partir da definição. a transformada de Laplace da função e”, onde a é uma 
constante. 
Solução 
A transformada de Laplace dessa função é determinada como se segue: 
f = et! 


Transformada de Laplace = F(s) = ip ele dr 
o 


E pode ser simplificada para: 


die | aeb tr 
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dd? 


Quando t = æ,0 termo entre parênteses torna-se 0; quando f = 0 torna-se — i 


F(s) = — 


Assim: 


a 


Hs) = E 


UTILIZANDO A TRANSFORMADA DE LAPLACE 


io evoluir sempre as integrais obtidas para determinar a 


Felizmente não é nec 
que dão as transformadas de Laplace 


transformação de Lap 


trabalhar com tais transformadas, possibilitam a resolução da maior parte dos problema 


As regras básicas são: 
1. A soma de duas funções torna-se a soma de suas duas transformadas de 
Laplace, 


fio + fato) torna-se Fits) + Fals) 


2. A subtração de duas funções torna-se a subtração de suas duas transfor- 
madas de Laplace. 
HD = (o) forma-se Fres) = Esto) 

3. A multiplicação de uma função por uma constante torna-se a multiplicação 
da transformada de Laplace da função pela mesma constante. 
af (1) torna-se aF(s) 


4. Uma função com atraso de tempo Ts, isto é, f (r — T). torna-se eTsF(s) para 
valores de T maiores ou iguais a zero. 


5. A derivada primeira de uma função torna-se s vezes a transformada de 
Laplace da função menos o valor de f (f) em 1 = 0. 


E AN tormise sA A 
dr 


onde f (0) é o valor da função em 1 = 0. 
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g 4 y à u 
6. A derivada segunda de uma função torna-se s vezes a transformada de Tabela 4.1  Transformadas de Laplace ly 

Laplace da função menos s vezes o valor da função em 7 = 0 menos o valor r da % is: J; 

da derivada primeira de f (1) em 1 = 0. Transtormadas de Função no tempo Descrição da função no 

Laplace tempo i 

q 3 4/0) p pi 

Ea S tornasse H) = S0) = A en he 

gr 1 Impulso unitário $ 

onde sf (0) é multiplicado pelo valor da função em s = O e df (0)/dr é a i i 

derivada primeira da função em / = 0. E Degrau unitário A 

-ésima derivada de uma função torna-se s” vezes a tra ada de à 
7. A n-ésima derivada de uma função torna-se s” vezes a transformada de Degrau unitária GAMAN ji 
ores de f (£) e suas tempo h 


Laplace da função menos os termos envolvendo os va 


derivadas em = 0. 

-st 
Teg Pulso retangular de duração T ) 
' 


dt 


de! 


FCO toma-se F) = s” ~ O 


a> O Rampa unitária 
a”! 


8. Aprimeira integral de uma função, entre o instante O e o instante 4, torna-se 
(1/5) vezes a transformada de Laplace da fun: 


1 pt Exponencial decrescente 


Gts 


i 
Pro orma-se ! iq) 
0 s 


A Tabela 4.1 traz algumas das transformadas de Laplace mais comuns e suas | 1 3 fo 
funções correspondentes no tempo. P (S+ a) 
fi 2 E 
| As t2” 
EXEMPLO 2 E 
a E a Exponencial crescente 


Determinar, utilizando a Tabela 4.1, as transformadas de Laplace para: s(s+ a) 


a 


(a) Uma tensão degrau de amplitude +V que inicia em (= 0, a 
sôs + a 


em = 2s. 


(b) Uma tensão degrau de amplitude 4V que inic 
(e) Uma tensão rampa que inicia em = 0 e aumenta na razão de 3VA. 2 
s(s + a? 


(d) Uma tensão rampa que inicia em 1 = 2s e aumenta na razão de 3V/s. 


| 
| 
1 
| 
f 
(e) Uma tensão impulso de amplitude 4V que inicia em t = 3s. G E 
(f) Uma tensão senoidal de amplitude 2V e uma freqüência angular de 10Hz. g ça 
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Tabela 4.1 — Transformadas de Laplace. (continuação) Solução 
~ Transformadas de Função no tempo Descrição da f A Figura 4.5 mostra a forma das seis funções, as seis representando formas comuns de 
e Laplace função no tempo sinais de entrada para os sistemas. 
‘i E a rT 
| WEE qt gh | rov) ne v) 
pt (s ras +b) b-a l 
! I 
A ab E dt 4 
i sis+ a(s + b) ARE gn 
ji li Tempo õ 7 — Tempo(s) 
i e E a 5 RR (b) 
1 W + ats + bjis + c) (b-alc-a) (c-ala-b) (a-ob- c) | 
1 no 00) KOK 
i o i Pee ' | 
8 q? go panda Inclinação Inclinação 
fi | A 3V/s al 3V/s 
| 2º cos wt -senói f ENS (lata 
o | sw k Co-senóide | =y y 4 Tempo (s) JRR Tempo (s) 
"l n Si (e) (a) 
É z sat Senóide 
an (sta? + a? eson amortecida OV) 
pu à n V) +2b 
“d EPAL Beast Co-senóide 
q“ (sra? + q? de amortecida 4 ps Tempo (s) 
{ i 27/10 
19 vê | À 4 — Tempo (s) sa 
t 2 2 1- cos wt | 
(") s(só 109) | (e) (n 
y | 
5 = w2 o Figura 4.5 (a) Função degrau, (b) função degrau atrasada, (c) função rampa, (d) 
função rampa atrasada, (e) impulso atrasado e (f) função senoidal. 


2 Xost wo Va- 
ES O N (a) A tensão degrau é uma função da forma 
Stea as A ay Va- wS 

so. de 4V, A transformada de Laplace da função 
m a função degrau de amplitude a tem 


comč «1 comt = cosb f onde a temo valor, nesse 
- A degrau de amplitude 1 é 1/5, € a 
a transformada de Laplace de: 


| 
| 
| 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 
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F) =a xt 
s 
Portanto: 
+ 
fi) = 


A função degrau em (a) tem um atraso de 2s. Para uma função com atraso 
de tempo, a transformada de Laplace é a função sem atraso de tempo, isto 
é, a função iniciando em 1 = 0, multiplicada por e” °T. Assim, a transfor- 
mada de Laplace é: 


E) = Ge =e 3 
A função rampa é da forma: 


Ho) =a 


com a sendo igual a 3V/s. Como a é uma constante, a transformada de 
Laplace será a multiplicada pela transformada de t, que é 1/52. Assim: 


Agora a tensão rampa é atrasada de um tempo 7, onde T = 3s. Para uma 


função com atraso de tempo, a transformada de Laplace é a função não- 
atrasada, isto é, a função começando em t = 0, multiplicada por e™". 


Assim, a transformada de Laplace 


e T/s p7 2s 
in A E 
s 


rio ocorrendo em t = 0 é 
impulso 
T, Assim, a 


A transformada de Laplace de um impulso uni 
1. Para um impulso de 4V, a transformada será de 4. Atras; 
significa que a função trasada será multiplicada por e 
transformada de Laplace para T = 3s 


F(9) = 48 
A transformada de Laplace de uma função senoidal sen x é: 
o 
Fo = 2 
(s) E 


+0? 
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Assim, a transformada de Laplace para uma função senoidal de amplitude 
A, A sen of, é: 


AO 


F) = -3M 
Pra 
Então para amplitude de 2V e frequência angular de 10Hz: 
Fis) = z2 
s? + 100 
EXEMPLO 3 
Determinar, utilizando a Tabela 4.1, as transformadas de Laplace para as seguintes 
funções: 
(a) 
(b) Pers! 
Ce ee 
Solução 
(a) A tabela dá a transformada de Laplace de !r? como 1/57. Assim, para obter 
a transformada de Laplace de £, precisamos multiplicar a função na tabela 
por 2. Como é uma constante, a transformada de Laplace de 1? sera 
Fo = à 
UR 
3 
(b) Utilizando a tabela, a transformada é: 
Fo = E 
6 +a’ 


Note que a transformada de Laplace de duas funções multiplicadas não é 
a multiplicação das duas transformadas de Laplace separadas. 
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(c) A transformada de Laplace da soma de duas funções é a soma de suas 


funções transformadas separadas: 
parie" 

2 $ 
DORT ota 


ENEMPLO 4 


Determinar, utilizando a Tabela 4.1. as transformadas invers 


DES 
s 
3 
h 
) 28 + | 
c) 
s 
Solução 


inversas significa pesquisar na tabela para 


Usar a Tabela 4.1 para obter as transformaçõ 
achar a tumsformada de Laplace que tem a mesma forma básica. 


nelui uma transformada de Laplace de 1/s.e assim, se esse termo 
ão inversa será a função 
ada pela mesma cons- 


(a) A tal 
é multipli 
que dá a transforma 
tante, A transformaç 


ado por uma constante 2, a transforma 
a de Laplace de 1/s multipl 
y inversa será 2. 


a para dar: 


(b) 


A tabela contém a transformada 1/(s + a), cuja inversa é e“. Assim, a 
transformação inversa é somente 1/(s + a) multiplicada pela constante 
(3/2). sendo à = (1/2), isto é, (3/2)e7 "P. 


-= 5, Assim, a 


(© Essa transformada é da mesma forma que em (b), sendo a = 
use 
Burt 


transformação inver 
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UTILIZANDO AS TRANSFORMADAS DE 
LAPLACE PARA RESOLVER EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS 


O procedimento que envolve utilizar as transformadas de Laplace para obter a solução 


de uma equação diferencial é o seguinte: 


1. Transformar cada termo na equação diferencial em suas transformadas de 


Laplace, isto é, mudar a função no tempo para uma função em (s). 


2. Pesquisar todas as manipulações — por exemplo, considerar o que acon- 
tece quando uma entrada degrau é aplicada ao sistema, 


3. Converter a fun lace resultante em uma equação como função 
do tempo, isto é, operação inversa da transformação de Laplace, Para usar 
as tabelas de transformadas de Laplace e assim determinar a conversão, é 
frequentemente necessário decompor em frações parciais para obter as 
formas padrões dadas nas tabelas (ver capítulos posteriores). 


io de 


EXEMPLO 5 


Usar a transformada de Laplace para resolver a seguinte equação diferencial: 


dy 
be DA = A 
dr 


comx=0emr= 0. 


Solução 


A transformada de Laplace de 3dx/dt é 3 vezes a transformada de Laplace de dx/dr. A 

transformada de Laplace de 2x é 2 vezes a transformada de Laplace de x. A transformada 

de Laplace de 4 é, considerando que é uma função degrau de amplitude 4, 4/s. Assim: 
3X (s) = (0) + 2X05) = 4ls 


onde X(s) é a transformada de Laplace de x. Se x(0) = 0, então: 


3sX(s) = 0] + 2X(5) = 4/5 


17" Engenharia de Controle Cap + 


e então: 


352 X(5) + 25X(9) = 4 


Agora é necessário achar as funções que dariam as transformadas dessa forma, 
de modo a obter a transformação inversa de x. Se a transformada inversa de a/[s(s + a)] 
é (1 -= e7 %), então: 


x= Ql -e7 


EXEMPLO 6 


Para uma tensão de entrada degrau de amplitude V em = O em um circuito RC, a equação 
diferencial para a diferença de potencial no capacitor vc é dada por: 


varc tsy, 
i cre 
ve é zero em t= 0. Usar as transformadas de Laplace para resolver essa equação. 


Solução 


A transformada de Laplace de uma função degrau unitário é 1/s, e para um degrau de 
amplitude V é V/s. A transformada de Laplace para dvc/dt é [sVc(s) = O], para quando vc é 
zero em t= 0. A transformada de Laplace para RCdve/dt é RCsVc (s). A transformada de vo 
é Vc (s). A transformada da equação diferencial será: 


x = RCs Vels) + Vels) 
Assim: 


v 
Vel = RCs + Ts 
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Rearranjando: 


V (IZRC) 


e= y E TZRO 


A função (1 = e” “!) dá a transformada de Laplace: 


u 
(s + a)s 


Assim, sendo a = (1/RC): 


ve= Vl -e C) 

A Figura 4.6 mostra o gráfico dessa equação. Tal forma de equação e grálico 
são típicos de sistemas de primeira ordem sujeitos a uma entrada degrau, RC é uma 
constante de tempo T (ver Capítulo 3). 


Figura 4.6 Exemplo 6. 


EXEMPLO 7 


Para uma entrada degrau em 1 = O de amplitude V em um circuito LR, a variação da 


corrente com o tempo é descrita pela equaçã 


A corrente i é zero em t = 0. Usar as transformadas de Laplace para resolver 
essa equação. 
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Solução 


A transformada de Laplace de di/dr é s7), se i0) é zero, e para (L/R)di/dt É (LIRISI(S). 
A tnstormada de Laplace para i é (s). A transformada de Laplace para uma entrada 
m, para uma amplitude (V/R), é (V/R)/s. Portanto, a transfor- 
al pode ser escrita como: 


io é 1/s.e 
t equação diferen 


(UZR) 


ZR sts) 4 TOS) fi 


Portanto: 


edito 
(9) = fina + dis 
Rearranjando: 


(VZR) (R/L) 
] 
= ja iridis 
A unção (I = e “dá a transformada de Laplace: 


a 
(s + a)s 


Assim, sendo a = (R/L): 


ia (VIR e ty 


O gráfico d equação é de forma semelhante à dada na Figura 4.6, a constante 


de tempo sendo L/R e a corrente V I/R. 


EXEMPLO 8 


Quando um termômetro de mercúrio é inserido em um líquido quente, existe uma entrada 
atuva O; para o termômetro, onde 0; é a temperatura do líquido quente. 


degrau de temper 
ída do termômetro Qo (isto é. a temperatura lida) e o tempo é dada 


A relação entre 
pela equação dilerencial de primeira ordem: 


do, 
K 
dr 
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sformação de Laplace para obter uma solução 
igual a zero em t= 0— isto é, neste problema 
ido dentro do líquido. 


onde 9, é uma função do tempo. Usara tran 
para essa equação. Determine o valor de 8o 
importa a variação de temperatura quando o termômetro é inser 
Assim, 0; é a temperatura do líquido quente em relação à temperatura antes de o 


termômetro ser inserido no líquido. 


Solução 


A transformada de Laplace de dOo/dt É [5Do(s) — 0J. já que o valor de 06 é 0 em t = 0. 
Assim, a transformada para Kd9 /dr é Ks®o ($). A transformada de O; é (1/s)0;, se a entrada 


é um de, ce a transformada de Oo é O(s). Portanto a transformada da equação 


diferencial é: 


KesBo(5) = (1/50; — Dat) 
Portanto: 


E to 
0 s(Ks + 1) 


Podemos rearranjar para: 


Bus) (1/K) 
Oss (UR 


A função (1 = e) dá a transformada de Laplace: 


alii 
(s + a) 
Assim: 


B= 0 -e 


ão é semelhante à da Figura 4.6, a constante de 


A curva de resposta dessa equan 
tempo t sendo K e a temperatura alcançada Oi. 


| 
(i 
| 
| 
t 
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FRAÇÕES PARCIAIS 
é chamado de 


O processo de converter uma expressão algébrica em frações simples é 


decomposição em frações parciais. Um exemplo é a conversão de: 
+ 4 1 2 
eia Eee PS re 
Pwt SEU TER 


ò algébrica em frações parciais, o denominador deve 
ão (x ^+ 3x + 2), gera os fatores (x + 1) e 
ixo do denominador; no caso do 
1, enquanto o denominador 


a resolver uma express: 
ser fatorado. Tomando como exemplo a expre: 
(x + 2). O numerador deve ser pelo menos um grau à 
exemplo acima, o numerador tem um w elevado à potêne 
tem um «v elevado à potência 2. Quando o grau do numerador é igual ou maior ao grau 
do denominador, o numerador deve ser dividido pelo denominador para dar termos que 


sejam pelo menos um grau abaixo do denominador. 


Existem três tipos básicos de frações parciais. A forma das frações parciais 
egue: 


para cada um desses tipos é como se 
1. Fatores lineares no denominador 


fo) 


Expressão (rs + bE + e) 


eae 
ft MET F E, A ad 


Fração parcial 
s 


2. Fatores lincares repetidos no denominador 


3 er DO 
Expressão £ 
(s + a)" 

hiii A B (o) 
Fração parcial >2— + 5 + - 

Sao GUFA (ua); 

Fan 
(s + a)" 


Fatores quadráticos no denominador, quando o fator tem raízes complexas 


conjugadas 
PAO) 


Expressão 
3 as? + bs +c 


Capt Dransjormeda 


Fração parcial —>* 
as + bs+ e 


ou, se existe também um fator linear no denominador, 


a. a VEG] 
Expressão —; 
(as? + bs + o(s + d) 
S +B c 
+ 


Fração parcial 
$ ps 2 s+d 


as + bs+ e 


s parciais, os valores das constantes 4, B, 


Qualquer que seja a forma das fr 
C etc, podem ser determinados combinando-se as frações parciais em uma expressão que 
y original, Se a fração parcial for: 


tem o mesmo denominador que a equa 


LOER EE 4 l 
ão 


si ' 
œ+ Da + 2) l a 
Então: 


3x +4 Alx + 2) + B(x + l) 
wt Da + 


E) 


O numerador da expressão fração parcial deve ser igual ao da equação original 


+Bix+ l) 


3rd 


ores da variável. O procedimento é 


Isto deve ser verdadeiro para todos os 
tomar es valores da variável que possibilitem que alguns termos envolvendo constantes 
as. Fazendo À = - 2 


tornem-se zero e assim outras constantes possam ser determinad 
Med dio DEDICO Da 1) 
e então B = 2, Fazendo x =- |: 


Me Drd= AC ADA Be +) 


e então À = 1. Assim: 


Ia +4 1 2 


W+DG+D x+1tx+2 


“Laplace 137 


d 
q 


Transa am 
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EXEMPLO 9 


ciais de: 


Deteiminar as frações pa 


3 
+ 3 4.2 


Solução 
Rearranjando a expressão: 


PELEAS 
EDGED 


Isto pode ser resolvido utilizando-se as frações parciais: 


+ 
o 


Que é igual a: 


A(s+ D+ Bis + 1) 
(s+ Dis + 2) 


Se essa expressão tem o mesmo denominador que a expressio inicial, para que 
as expressões sejam iguais, temos: 


Lisa Da Bs + Ds tos 


Para determinar os valores das constantes À e B, são escolhidos valores de s 
que fazem os termos em A ou B iguais a zero. Se escolhermos s = = |: 


(T+ D+AB(- + D=-1+5 


e A =. Quando s = - 2. então: 


AMZ ABM= + )=-245 
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eB=- 3. Assim, a expressão em frações parciais é: 


EXEMPLO 10 


Considere um circuito série RC com uma tensão de entrada em rampa. A equação 
diferencial para a diferença de potencial no capacitor ve nesse circuito é 


dve 


+e Vi 
TS 


RC 


Vr é uma tensão de entrada em rampa, sendo V o incremento da tensão por segundo. 


Quando r = 0,0 valor de vc é 0. 


Solução 


re da equação diferencial para a tensão de entrada degrau V 
jo em vez, 


Note que essa equação di 
no Exemplo 7. sendo neste caso Vi, com V sendo uma taxa de variação de te! 


manente do degrau. 


de ser o valor em regime pe 

A transformada de Laplace para dvc /d t é sVc (5) e então RC dvc [dt é REsVc (5). 
A transformada de ve é Ve (5). A transformada para r é 1/82, e para Vr é V /s?. Assim. a 
equação diferencial é: 


transformada 


RCW (8) + Vols) = 


Portanto: 


Rearranjando: 


VIIZRO) 


Veto) = 3 
PRET a ROIS 
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As fra 
forma conveniente para que a transformação inversa seja alcançada. Se o denominador 
i Assim: 


es parciais devem ser utilizadas para obier uma expressão em uma 


envolve s devemos aplicar a forma quadrática das fr: 


a A, (Bs+D) A+ (Bs + DG + a) 
g p Bre Dq de tor pe 
(sta sta sê 6 + as 


onde a = IRC, CA, B e D são constantes. Assim, se os numeradores devem ser iguais: 
a= As? + Bs? 4 Bsa + Ds + Da 
Fazendo s == az 
asda ba Ba- Dat Da 
então A = 1/a. Fazendo s = 0: 
4=0+040+40+ Da 


uzendo s = + a: 


então D = 
a = Ad? + Ba” + Ba? + Da + Da 
escA=acD=l: 
u=a+Ba? + Ba rasa 


então B = l/a. Assim, a expressão pode ser escrita como: 


bg 


au unitário a 


A função e” “ftem como transformada 1/65 + a), a função di 
transformada 1/3 e a l'unçãoirampa fa transformada 1/57. Portanto: 


ve = VIRC) e CRC) +] 
e então: 


ve= yit- VRC -e7 RO, 
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A Figura 4.7 mostra a curva de resposta dessa equação. A forma mais Eicil de 
enxergar essa curva é uma linha reta vc = Vt menos a curva ve = VRO( = e MAC) A 
constante de tempo é RC. 


vi 


Vt- VRC (1-0 AO) pn" 


0,86VRO— 
0.63 VRC | 
0 


0,63VAC| 
= VRCI- 


Tempo 


VRG (1-0 UN) 


Figura 4.7 Exemplo 10. 


OS TEOREMAS DO VALOR INICIAL E DO 
VALOR FINAL 


Se uma transformada de Laplace é multiplicada por s, o valor do produto fazendo s tender 
a infinito é igual ao valor da transformada inversa quando o tempo 7 tende a zero 


lim sHs) = lim (q) i 
-0 


soy i 


Esse teorema é conhecido como reorema do valor inicial 


Se uma transformada de Laplace é multiplicada por s, o valor do produto 
fazendo s tender a zero é o valor da transformada inversa com 4 tendendo a infinito. 


lim sE(s) = lim f() 5] 
s>0 [e 


15 
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Esse teorema é conhecido como teorema do valor final. 


Os teoremas do valor ini 


e do valor final são muito úteis quando é necessário 


determinar a partir da transformada de Laplace o comportamento da função f (9) em 0 e es, 


EXEMPLO 1 


Sem evoluir a transformada de Laplace, quais os valores iniciale final das funções, dadas 


as seguintes transformadas? 


(a) 


tb) 


Solução 


(a) 


th) 


sH 
ro = SA 

E 
j „_ VAZRC) 
6 = a RON 
Multiplicando a expressão por s: 
AT EE 

s s 


Pelo teorema do valor inicial, quando s =» «> a expres 
al da função é |, Pelo teorema do valor final, quando s => 0a 


Então o valor final da função é e». 


o valor ini 


expressão tende ae 
Multiplicando a expressão por s: 


VCL/RO) 


SVO lo SiR 


Pelo teorema do valor inicial, quando s — œ a expressão tende a O, 
Assim, o valor inicial da função ve é 0. Pelo teorema do valor final, 
io tende ao valor V(1/RC)/(1/RC) ou V. 


quando s > 0a expr 
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PROBLEMAS 


L 


ela 4.1, a transformada de Laplace para: 


Determine. utilizando a 


(a) Uma tensão degrau de amplitude 6V que inicia em 7 = 0s. 


(b) Uma tensão degrau de amplitude 6V que inicia em 7 = 3s. 


(e) Uma tensão rampa de 6V/s que inicia em 7 = 0s, 
(d) Uma tensão rampa de 6V/s que inicia em £ = 3s. 


(e) Um impulso de amplitude 6V em 7 = 05 


(1) Um impulso de amplitude 6V em (= 
(8) Um sinal senoidal de amplitude 6V e frequência 50Hz que inicia em f = 0s. 
Determine, utilizando a Tabela 4.1, a transformada de Laplace para: 


(a) et 
(b) Ser % 

(0) Voo! 

(d) l-e * 

(6) SA = 02 
i Vai e"! 


Determine, utilizando a Tabela 4.1, a inversa das seguintes transformadas de 


(a) 2/5 +3) 

(b) 2438 + 1) 
(e) 2/s(s + 3) 
td) 2/5038 + 1) 


Resolva as seguintes equações diferenciais: 


(0) 28 15v=6 com x=0 em r=0 
d 
d 

th 8 T re=4 com v=0 om r=0 


lace: 
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Determine as transformadas de Laplace das seguintes tensões que variam com o tempo de 


acordo com as equações dadas: 


(b) v= 1045 -e 1150) 


e7150 


(o) 
Determine as transformadas de Laplace das tensões dadas pelas seguintes equações dife- 
renciais: 
dy 
a q +27=0 com v=0 quando (=0 
dy 
b Gt2=9 com v=0 quando 1=0 
d 


e finais 


Utilizando os teoremas do valor final e do valor inicial, quais os valores in 


ais com as seguintes transformadas de Laplace 


dos s 
5 
(a) 
5 
DD rD 


Utilizando as frações parciais, determine a variação do sinal com o tempo que dá as 
seguintes transformadas de Laplace: 


(qa Dt + 2) 


Resolva, utilizando as transformadas de Laplace, as seguintes equações diferenciais de 


segunda ordem: 


dr ré 
(0 52 +6 com Gr =0 e quando 1=0 
da 
w) És 64=0 com E =2 e x=0 quando +=0 
dt dt 


MARRON 


MODELOS DE SISTEMAS DINÂMICOS 


INTRODUÇÃO 


stemas de controle foram considerados para a situação em regime 
a função de transferência não varia com o tempo. Não importava 
stema variaria com o tempo quando não existisse uma entrada, No 
stemas, chegamos 


No Capítulo 1, os 
permanente, isto 
como a saída do 
Capítulo 2, analisando os modelos por meio dos blocos básicos dos 
(das que são dependentes do tempo e envolvem equações 
soluções matemáticas de 


a uma relação entre entradas e 
diferenciais, Os Capítulos 3 e 4 fizeram uma consideração da: 
tais equações diferenciais, Este capítulo reúne os capítulos anteriores em uma conside- 
ração do comportamento de sistemas de controle quando variações com o tempo não são 
ignoradas, isto é, faz uma consideração do comportamento di 


âmico de sistemas. 


FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA DE 
ELEMENTOS DINÂMICOS 


Suponha um sistema onde a entrada 6, esteja relacionada com a saída O, pela equação 


diferenci 


doo 


“ar + 40% = biG; 


+a 


z 


© E e E n 
CASO AAA 


186 Engenharia de Controle Cap. 5 


onde a2, ay, ay € bı são constantes. Se todas as condições iniciais são zero, então a 


transformada de Laplace dessa equação é: 
as? B(S) +15 Oot) + ao Dals) = bO) 


B) h 


DO azs 


+s + dg 


A função de transferência G(s) de um sistema lincar que descreve o comporta- 
place da variável de saída 
Bals) pela transformada de Laplace da variável de entrada @;(s), supondo todas as 


mento dinâmico é definida como a razão da transformada de 
condições iniciais nulas. (Ver Capítulo 2 para explicação do termo linear.) 


EO) 


= Gm) 


Portanto, para o sistema da equação acima: 


B) À bi 


CORR aa Alca 
B) azs? 4 ajs + ao 


Assim, se representarmos um sistema por um diagrama em blocos, então G(s) é a 
“função” no bloco que está sujeito a uma entrada @;(s) e gera uma saída O(s) (Figu 


eis) cui Bols) 


Figura 5.1 Representação do diagrama em blocos. 


EXEMPLO 1 


Escreva a função de transferência Gts) para os sistemas dando as relações entra 


ta) Um sistema ma: 
entrada Pe saí 


dv dy 


mS Aa SE A o t 
dr dr 


a-mola-amortecedor (Capítulo 2, Equação [13]), com 
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(b) Um circuito com um resistor-capacitor (Capítulo 2, Equação [26]), com 


entrada v e saída vc. 


dre 
pis ROO mire 


Um circuito com um resistor-capacitor-indutor (Capítulo 2, Equação 
[27]. com entrada v ¢ saída vc. 


Pvc 
ME LO es + dg 
de de 


NR (oleo 


Um sistema elétrico (Capítulo 2, Equação [30]. com entrada v e saída vc. 


R „dve 
r= fetere +e 


Um sistema hidráulico (Capítulo 2, Equação [51]), com entrada qı e saída h. 


p gh 
„adh, pe 


iái d R 


Os elementos de um motor cc controlado por armadura (Capítulo 2, Figura 
2.39(a)): 


Circuito de armadura: entrada (va — vp), saída ia 


di, 


fa 


ii + Rai 
agy t Raia 


n-a 


Enrolamento de armadura: entrada ia, 


T= kaia 
Carga: entrada T saída © 
COR 

dr 


Realimentação: entrada w, saída vp 


m= ho 


Solução 


(a) 


tb) 


(d) 
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Cap. 5 


Sistema hidráulico com carga (Capítulo 2, Equação [90] 


ə com todas as condições 


Fazendo a transformada de Laplace da equas; 
iciais nulas: 


(5) + SXB) + AXO) = EG) 
Portanto; 


š l 
mê +cs+k 


ormada de Laplace da equação com todas as condições 


endo u tran: 
iniciais nulas: 


RESVE t9) + Ve (8) = Vis) 
Portanto: 


Go) Vets) 1 

ds) = E = 
Vo) RO + 

Fazendo a transformada de Laplace da equação com todas as condições 


iniciais nulas: 


RENEW t LEVE O) + Ve (o) = Vo) 
Portanto: 


Vets 

Gt) = Ea! 
Va) Les? + RES + 1 

Fazendo à transformada de Laplace da equação com todas as condições 


iniciais nulas: 


Di% 


1 Ve (s) + RCSVe (8) + Ve (8) = V6) 


te 


Y) 
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Portunto: 


me E 
G = Yi) 


5 (RZL) (75) + RCs + 1 
s Es 
(R/L) + RCs? + $ 


Fazendo a transformada de Laplace da equação com todas as condi 
iniciais nulas: 


ASHIS) + (P8/RHCS) = Q9) 
Portanto; 


Is) | 


SO = 046) as + (ps/8) 


Fazendo a transformada de Laplace da equação com todas as condições 
iniciais nulas; 

Circuito de armadura 

(Va = Vips) = Lashal) + Ralyls) 


es MEL aaan 
DE = VOO) Lost Ra 
Envolamento de armadura 


s T) 
Gos ia 
Carga 

dsw) = Tis) = ew) 


ws) 


G(s) = 


MAPS TRA RR 
1 ao a 


tt 


JVV UV NI NT TT 


LIL NADIA 
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(g) Fazendo a transformada de Laplace da equação com todas as condições 
iniciais nulas: 
TN LSD SNL) ANOD 


Xo(s) k 


= xo se + 1) 


ELEMENTOS DE PRIMEIRA E DE SEGUNDA 
ORDENS 


A ordem de um elemento, ou sistema, pode ser definida como sendo a mais alta potência da 
derivada na equação diferencial, ou a ordem de um elemento, ou sistema, pode ser definida 
como sendo a mais alta potência de s no denominador. Assim, um elemento de primeira 
ordem terá o s elevado a 1 no denominador, enquanto em um elemento de segunda ordem a 


idor será 2. 


mais alta potência de s no denomi 


Para um elemento de primeira ordem, a equação diferencial é da forma: 


do, Bi 


aig o = hh 


A transformada de Laplace correspondente da equação se 0, = 0em r = 0 é: 


ays X OOD E da X OD = Do X DIO 


Portanto 


ho 
(o) = ip e 
MEET 
Rearranjando: 
` bo /do 
fis Bi 


Guat À 
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onde bo /ag é a função de transferência G do sistema e a [ag é a constante de tempo T do 
sistema. Portanto: 


e dO, 
Oh ea] il 


A relação entre a entrada 0; e a saída Oo para um elemento de segunda ordem é 


descrita pela equação diferencial (ver Capítulo 3): 


do, do, 


p= + + ado = Dobi 5 
o N aoo = b0; 151 


onde bo, ag, ay € az são constantes. Se em t = 0 temos Oo = 0 e dOo/dr = 0, então a 
transformada de Laplace é: 


azs? y Ol) + ays X Ool) + ao x Ols) = ba X O(s) 


Portanto: 


h 
Gts) = gd 


+ ais + ay 


Reurranjando: 


(haao 
Go) AM lol 
yansi E easa | 


Como indicado no Capítulo 3. a equação diferencial de segunda ordem pode 
ser escrita em termos da frequência natural Og € do cocficiente de amortecimento (4 


dO, 2 
+20 + 020, = boo O; 17] 


ilará livremente na ausência de 


onde 0h é a fregiiência angular com a qual o sistema os 
qualquer amortecimento e € é o coeficiente de amortecimento. A transformada de 


Laplace é: 


80, (8) + E 00,806 (8) + 0706 (5) = Dawk; (5) 


12 aria de Controle Cap 5 
Portanto: 
Bals) boog 
G(s) = qo Ei [8] 


+ Gans + O; 


Esta é a forma geral de um sistema de segunda ordem no domínio s. 


EXEMPLO 2 


Quais as ordens dos elementos descritos pelas funções de transferências que são respostas 
no Exemplo 1? 
1 


ta) G(9) = =y 
mites tk 


1 


(9 

O) GO) = per 
~ 1 
(OGIE E 
LC + RCs + 1 


s 


(R/L) + RC? + s 


n 


(d) G(s) 


ORION er 


Solução 
” j A es : 2 

(a) Segunda ordem, já que o termo de maior potência no denominador é s *. 

(b) Primeira ordem, já que o termo de maior potência no denominador é s. 

(c) Segunda ordem, já que o termo de maior potência no denominador é s 2, 


(d) Segunda ordem, já que o termo de maior potência no denominador é s z 


(e) Primeira ordem, já que o termo de maior potência no denominador é s. 
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1 SISTEMA DE 


ENTRADA DEGRAU PARA U. 
PRIMEIRA ORDEM 


Considere o comportamento de um sistema de primeira ordem quando sujeito a uma 
au, Para um sistema de primeira ordem, podemos tomar a relação da forma 


entrada degi 
dada peia Equação [+], a saber: 


G 


G 
N 


A transformada de Laplace da saída é então: 


GW) x nansformada de Laplace da entrada 


G 1 
G q > tiansformada de Laplace da entrada 


A translormada de Laplace para uma entrada degrau unitário em £ = 0 1/5. 
Portanto, para tal entra 
Ed E G ] 
Transformada de Laplace da saída =, 
Ea 
a/m 
a(i x 
ab + 1/0] 
A transformada é da forma: 
a 
sta + a) 
onde a = (1/7). Portanto, para uma entrada degrau unitário: 
19] 


B= Gi e] 
A Figura 5.2 é uma curva de resposta para essa equação. Se o degrau ten: uma 
amplitude A, então: 


Bo =AG|1 -67 "] 110) 
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Tempo 


0 dr 2t 


Figura 5.2 0, = G[1 - e”! para uma entrada degrau unitário. 


EXEMPLO 3 


Um termopar tem uma função de transferência relacionando sua saída em volts com sua 
entrada Oem “C de: 


A 30 x 1076 
Sd] 

Qual será (a) o tempo gasto para a saída do termopar alcançar 95% de seu valor 
final e (h) o valor final quando existe uma entrada degrau de 100°C? 


Solução 


ta) Como a função de transferência indica, o termopar é um sistema de 
primeira ordem. Comparando a função de transferência com a Equação 
EI isto é: 


G 


Goa 


G=30x 1079 V/'C e t = 10 s. O tempo pasto para atingir 95% da saída 
é 3t (como na Figura 4.8) e assim 30s. 
(b) Aplicando o teorema do valor final (Equação [5], Capítulo 4): 


lims Hs) = lim (0) 
s>0 193» 


Para uma entrada degrau de amplitude 0; cuja transformada de Laplace é 
Oj/s. a transformada de Laplace da saída é: 
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G 
Transformada de Laplace da saída = Er 


Assim: 


Go; 
sF(s) = — pe 
Ts 


+1 


Quando s > 0 então s+ (s) tende a G0;, e este é o valor final. Este é então 
30x 1078 x 100 = 300 x 1058 V. 


ENTRADA RAMPA PARA UM SISTEMA DE 
PRIMEIRA ORDEM 


Considere o comportamento de um sistema de primeira ordem quando sujeito a uma 
entrada degrau, Para um sistema de primeira ordem, podemos tomar a relação da forma 


dada pela Equação [4], a saber: 


EPA Er A 
Gs) = FREK 


A transformada de Laplace da safda é então: 
GW) x transformada de Laplace da entrada 


G 


E: j x transformada de Laplace da entrada 
Te + 


Fe TE 
A transformada de Laplace para uma entrada rampa unitária em t =0 é 1/s?. 
Portanto, para tal entrad 


Transformada de Laplace da saída = EnA 
(ts + 1)s* 


swa Ag 
bs + 0/0? 


Essa transformada é da forma: 


at 
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que tem solução: 


Assim, a saída para uma rampa unitária é dada por: 

Wo = Gl 9] tu 

A Figura 5.3 é uma curva de resposta dessa equação, e pode ser considerada a 
diferença entre a curva Gr è a curva Gt(1 =e7!%), Para uma entrada rampa de amplitude 
A, isto é, 0; = At, então: 


O= Gale- ul 079] p21 


Git- (1-9) 


1 NEEE EE SRA 

it 2t 3r 4t 5t Tempo 
w 

0.86Gt 


(1-69) 


Figura 5.3 GIt = (1 - e” "")] para entrada rampa unitária. 


EXEMPLO 4 


ída em volts com sua 


Um termopar tem uma função de transferência relacionando sua 
entrada 0; em °C de: 
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Quando o termopar estiver sujeito a uma entrada de temperatura unilonncinente 
crescente de 5ºC/s, qual sei do termopar após 12 s e de quanto ela estara atrasada 


và saída que ele 


as: 
eria indicado se houvesse respondido instantaneamente à entrada? 


Solução 
Para uma entrada rampa para um sistema de primeira ordem, a Equação [12] fica 


Bo = GAl -til- e7 


ixemplo 12) e G é30 x10 ® V/C, 


e, se a constante de tempo T do sistema é de 10s (ver 
então, para uma rampa de 5°C/s: 


0p = 30x10 8512-1001 = e Mp = 7,510 tV 


Como a Figura 5.3 indica, o atraso é a diferença entre os valores de GAI e GA 
[= e7) Se GAt=30 x 1076x 5x12 = 18.0 x 104 V, o atraso é 10,5 x 1074 V. 


ENTRADA IMPULSO PARA UM SISTEMA DE 
PRIMEIRA ORDEM 


Considere o comportamento de um sistema de primeira ordem quando sujeito a uma 
ema de primeira ordem, podemos tomar a relação da forma 


entrada impulso. Para um sis 
dada pela Equação [4], a saber: 


G 

G(s) = 
a a 
A transformada de Laplace da saída é então: 


G(s) X tanstormada de Laplace da entrada 


G 
S x transformada de Laplace da entrada 
wl 


A transformada de Laplace para uma entrada degrau unitário em £ = 0 é 1. 
Portanto, para tal entrada: 
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Transformada de Laplace da saída = —S— x1 


t+ 
s (79 
SOR 
Is + (170] 
Esta transformada é da forma: 
1 
sta 
e é dada pela função e“! Assim: 
nr [13] 


GM = GUD e 


A Figura 5.4 é a curva de resposta dessa equação. Se o impulso tem uma 
amplitude A, ent 


Bo = GAUD) e! [14] 


vigura 5.4 0, = G(1/t) e ~ "" para entrada impulso em t = 0. 


EXEMPLO 5 


Um teunopar tem uma função de transferência relacionando sua safda em volts com sua 


entrada O; em "C de: 


20x 1070 


cita) 
tos 4d 


Qual será a saída do termopar 5s depois que foi sujeito a um impulso de 
temperatura de 100°C por entrar súbita e brevemente em contato com um objeto quente? 


Solução 


O termopar é um sistema de primeira ordem sujeito a um impulso de amplitude 100°C. 


Assim, a Equação [14] pode ser usada: 


Oo = GAUDE E 
ese G = 30x 10° f V e t= 10 s (ver Exemplo 3), então: 


Bo = 30 x 1076x 1001/10) 50 = 1,8 x 1074 V 


ENTRADA DEGRAU PARA UM SISTEMA DE 
SEGUNDA ORDEM 


Considere a saída de um sistema de segunda ordem sujeito a uma entrada degrau unitário. 
Transformada de Laplace da saída = G(s) x transformada de Laplace da entrada 


Assim, usando Equação [8] para representar a forma geral de um sistema de 
segunda ordem no domínio s: 
boto 


-5 x 048) 1151] 
+ lost O 


Se para uma entrada degrau 0:65) = 1/5. então: 


[16] 


Rearranjando: 


boo 
UMA un 


Bol) = ED e = Mas 
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onde nm e mp são as raízes da equação: 
5? Gas + 0) = O 


Assim, as raízes da equação da forma ax? + bx c = 0 são: 


Então: 


=26 04 + VA Goi - 4 0) 


m= É 
q ro 

my = =b + GM = 1) [18] 

119] 


mz = — Gn — NE- 1) 


O tipo de resposta que ocorre, isto é, a transformação inversa, depende do valor 


do fator de amortecimento &. Quando Ç> 1, então V(C? — 1) é um número reale o sistema 


é dito ser superamortecido. Isto significa que ambas as raízes são reais. 


Utilizando frações parciais, a Equação [17] pode ser rearranjada como; 


js a sd Eis 120) 


com 
ml = ma) + As(s = ma) + Bss = mi) = bow? 
Portanto, quando s = m, então: 
Amylm — mo) = baw 


PE 
mèm — m) 


W14 
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Substituindo pelos valores de my e mz das Equações [18] e [19]: 


b 
[tos + ai Dipo? D] 


by 


2 
n 


Az 


A=- 


É tE- mpi - 1 


o por E t- de 


(22 
Para a Equação [21], quando s = mz então: 
Brolmo = m) = book 
2 
byo? 
~ mdm - m) 
e por uma discussão semelhante àquela para a determinação de A: 
h ba 
E TER E 123] 
3 2 
NE E 


A resposta do sistema é a transformada inversa da Equação [20]. A transtormada 
inversa de 1/s é 1, de A/(s — m) é A exp mt, e de B/(s — m2) é B exp mar, então: 


0o = 1 + A exp (mt) + B exp (mat) 124] 


Substituindo os valores de A, B, my e m obtidos acima: 


Mi! 
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exp fi Com + G 


É 


apl tom = toi 


) F E 
HE Quando ¢ = |, o sistema é dito ser criticamente amortecido. Para esta condição 
f P my = ni = — Gan. A Equação [17] então torn: 

» 2 
i ho o% 

) Bols) = — 3 
i O + cn)? 

J 
a A transformação inversa é (ver Tabela 4.1): 
Ti 

) Oo = bol = exp (= Ont) = Ont Exp E- hPl 126] 
UN 
Td Quando & < 1, as raf; s e o sistema é dito ser subamortecido. 

Quando isto acontece com as raízes, as Ei s [18] e [19] podem ser escritas como: 

E 
nt mm ay NG 1) 

» 
ti a Sep 

) mm = Bi Ne DO =] 
t 

e assim, substituindo V= T por j: 

[R] A 

j em 
ns ninwa a A 127 
n 

) De forma semelhante, se: 
1I 

) SER 
ts m = ME = 1) 
i J então: 

) te a e 128] 


A transformada inversa para a Equação [16], nesta condição, é (ver Tabela 4.1): 


a) = ms 
E q + wos + od 


e= bo) t- m exp (- Cof) sen toV -r+ ] 129] 
a ] 


onde cos 4= %. Essa equação pode ser rearranjada para a forma da equação citada no 
Capítulo 3. Quando É = 0, isto é, não existe amortecimento, a Equação [28] fica: 


Oa = bol = 18 sen tor + oi) 


Ba = Pot 1 = sen wt} 


A saída oscila com freqüência não-amortecida On- 


A Figura 3.11 mos! curvas de respostas para diferentes fatores de amortecimento, 
ilustrando os eleitos de superamortecimento, amortecimento crítico e subamortecimento. 


EXEMPLO 6 


ída Oo e sua entrada 0;. 


Um sistema tem a seguinte relação, no domínio s, entre sua 
Qual o estado de amortecimento do sistema quando sujeito a uma entrada degrau? 


1 


Solução 


a degrau unitário 0; = 1/5, portanto: 


Para uma entra 


RE AR 
s7 + Bs + 16) 
Isto pode ser simplificado para: 


ara 1 =i 
TEENER 
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As raízes da equação s ° + 8s + 16 = 0 são my =m =- 4. Ambas as raízes são 
reais e iguais, O sistema é então criticamente amortecido. 


EXEMPLO 7 


Um sistema de segunda ordem é subamortecido com um fator de amortecimento de 0,4 
e uma fregiência angular de 10 Hz. Qual é (a) a relação entre a saída e a entrada no 
domínio s, (b) a relação entre a saída e a entrada no domínio do tempo quando o sistema 
está sujeito a uma entrada degrau unitário e (c) o sobre-sinal percentual com tal entrada? 


Solução 


(a) No domínio s a equação de segunda ordem será da forma dada pela 
Equação [8]: 


2 
byw i a 
+ Gons + o 


onde by é uma constante, Oy à freqüência natural angular e Ç a constante 
de amortecimento. Assim; 

0, 100bg 

0) 5? + Bs + 100 


(b) Quando sujeito a uma entrada degrau unitário: 


10 


Bols) = 
Ee) s(s2 + 8s + 100) 


Essa equação tem a solução geral como dada na Tabela 4.1 e discutida 
anteriormente (Equação [28]): 


b = al ie exp (bon) sen [Ve = Ur + el} 


onde cos = 6. Assim, com W = 10 e [= 0,4: 


de= tfi -7 


e sen (9,U + 664 | 
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(c) Como derivada no Capítulo 3, a Equação [33]: 


Ux 


Sobre=sinal percentual = eu 
ss 


| x 100% 


e assim, com 0 = 0,4: 


E : -04n 
Sobre-sinal percentual = exp T 
(=o; 


| x 100% 


Sobre-sinal percentual = 2 


ENTRADA RAMPA PARA UM SISTEMA DE 
SEGUNDA ORDEM 


Considere a saída de um sistema de segunda ordem quando sujeito a uma entrada em 


rampa unit 


Transformada de Laplace da saída = G(s) x translormada de Laplace da entrada 


Assim, utilizando a Equação [8] para representar a forma geral de um sistema 
de segunda ordem no domínio s: 


A 
boo 


os) = 
+ Gos + og 


x 0/5) 


Para a rampa unitária 0,(5) = 1/57, então: 


PARE 
aH 4 a 130] 
B? + 2 os + oR? 
bo 
Bo(s) r [51] 


S E mE nn) 


onde m e m2 são as raízes da expressão quadrática. Se para uma equação da forma 
ax?+ bx + c = 0, as raízes são dadas por: 


-zb t NG = 400 


2a 


206 Engenharia de Controle Cap. 5 


Cap.5 Modelos de sistemas dinâmi 207 


então: 


kon + NGT 


mae ia ON 
A Equação [31] pode ser rearranjada na forma, usando frações parciais: 


A B € o D [32] 


++ = 
- m 


O9) = bo rei 


s 


Determinando o valor dessas constantes A, B, C e D e substituindo pelos valores 
de mc mp derivados acima: 


p= 


A transformada inversa da Equação [32] é: 


Bo = bolAr + B + C exp (min) + D exp (0) 


2% 
Do = h — = 
Bo = baf r A 


+ C exp (mm) + Dexp mn) 1331 


o são responsáveis pela resposta transitória. A forma 
igual ou menor do que | e, então, conseqüentemente 
ou complexas e diferentes. A forma que a 


Os termos Ce D na equ 
dessa resposta de 


as raizes são reais e diferentes, reais e igua 
resposto transitória assume é a mesma estudada anteriormente neste capítulo pará uma 


entra degrau, Os termos A e P dão a resposta em regime permanente. Sem amorteci- 


mento, isto é, % = 0, a resposta em regime permanente é apenas bot e indica que a saída 
acompanha o sinal de entrada em rampa unitária variando permanentemente com t. 
Entretanto, quando existe amortecimento, a resposta em regime permanente fica atrasada 
do sinal de entrada por 2% / © (Figura 5.5), Este € o erro em regime permanente. A Figura 
5.6 mostra os tipos de respostas transitórias e em regime permanente que podem ocorrer 
para diferentes tipos de amortecimento, 


Oa = bat = 2% fam, 


Resposta em regime permanente de um sistema de segunda ordem a uma 


Figura 5.5 
entrada rampa unitária. 
% O, = byt 
400 = bot — 2% lwn 
t 
Figura 5.6 Resposta de um sistema de segunda ordem a uma entrada rampa unitária. 


EXEMPLO 8 


A relação entre o sinal de entrada para um captador de um radiotelescópio e a direção na 
qual ele aponta é dada pela função de transferência: 


4 Oi 
Gid= 4 = 3 
S + Nm + OR 
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com G igual a 0,4 e On igual a 10 Hz. Qual é (a) o erro em regime permanente quando o 
sinal de entrada para o telescópio é um sinal rampa e (b) o tempo de estabilização para 
critério de 2%? 


Solução 


O erro em regime permanente é a quantidade na qual a posição em regime 


(a) 
sa em relação ao sinal de entrada rampa. 


permanente do telescópio at 
Este erro tem o valor de: 
X 2 x04 


= = 0,085 
On 10 


Erro em regime permanente = 


(b) O tempo de estabilização é o tempo gasto para a resposta acomodar dentro 
de um percentual fixo do valor em regime permanente, nesse caso, 2% 
(ver Capítulo 3 e Equação [35]). Esse tempo é dado por: 


4 4 
= ls 


= to 04X 107 


EXEMPLO 9 
Um braço de um robô tem uma função de transferência dada por: 


Quis 
(+43) 


ão entre a saída, isto é, a posição do braço, e o tempo quando 


Determinar a relaç 
o braço está sujeito a uma entrada rampa unitária. 


Solução 
Quando sujeita a uma rampa unitária (1/5), a saída é: 


K 
EER 
E E 
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Rearranjando em frações parciais: 
E E are 

È B+ r3 

Portanto: 

AGIR EBC K 


Quando s = 3, então 9C = Ke C = K/9. Quando s = 0, então 9A = Ke A = 4/9 
Quando s = |, então 104 +4B +C = KeB=-2K/9. Portanto: 


K K 
Bula) = + EP 
g A+ Ms + 3 


Pela Tabela 4.1; 


Oo = 0/9 = (2K19) 6 + (ke 


ENTRADA IMPULSO PARA UM SISTEMA DE 
SEGUNDA ORDEM 


Considere um sistema de segunda ordem quando sujeito a uma entrada impulso unitário 


emr=0. 
Transformadi de Laplace da saída = Gi) x transformada de Laplace da entrada 
Pela Equação [8], à forma geral de um sistema de segunda ordem no dominio + é 
buy ok 
O 


O(s) = 


ELTETT 
Para uma entrada impulso em (= 0, B;(s) = |, então: 


B4 


) 
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Rearranjando: A transformada inversa da Equação [36] dá: 
2 
0, — bo Bo =A exp mit +B exp mt 
p(s) = qt mo F 
(s = mps — mp) 135] 
Substituindo pelos valores de À e B: 
onde my e mp são as raízes da cq 
bos 
Ra ? o, = t fexp (mh = exp (mD) 137] 
+ Ms tap = 0 D 
Assim, se as raízes da equação da forma ax? + by + e = 0 são dadas por: A forma da resposta dependerá de as raízes my e mz serem reais ou complexas, 
a isto é, de [ser maior ou menor que 1. Quando Ç > 1, as raízes são reais e diferentes, o 
A ht -= 4ac) que resulta em um aumento na saída que é seguido por um lento decaimento até zero 
(Figura 5.7). Quando 6 = 1, as raízes são reais e iguais, e o sistema é criticamente 
amortecido, Isto significa que, seguindo o aumento inicial na saída, a resposta retorna ao 
então: zero em um espaço mínimo de tempo sem oscilações. Quando Q< 1, as raízes são 
EA, complexas e, seguindo o aumento inicial da saída, ocorrem oscilações de amplitude 
Wen E Va w — 402) decrescente até que eventualmente a saída atinja zero. 
m= 5 
PRO 1,0 
ms = ba ME > 1) 
0,8 
mare toy = ME 1) 06 
Utilizando frações parciais. a Equação [35] pode ser rearranjada: Po 
02 
“ B 
Os) = e 
Sem F= [36] 
Portanto: =02F 


A(s = ma) + Bi = mi) = hawk 


quando s = m2, então Buna = my) = book: e quando s = my, então Alm = m2) = bhw 


Substituindo pelos valores de my e ma: 


boom 


IG = 1) 


-0.4 


-0,6 


-0,8L 


Figura 5.7 Resposta de um sistema de segunda ordem a um impulso unitário em t= 0. 


“quação [37] é escrita em 
a transformada inversa, 


Quando & é menor que 1, as complexas e 


sa forma pode ser obtida utilizando 


uma forma diferente. E: 
dada pela Tabela 4.1: 


Eb haria de Controle Cap 5 
w 
s? + Gons + oA 
como 


Dn 


== exp (- Cont) sen 
Va = 0) 


então, para a Equação [34]: 


[vira] 


Le CÊ xp (E Cod) sen [ova e x] 138) 


EXEMPLO 10 


A Figura 5.8 mostra um sistema de segunda ordem simples de um líquido em um tubo 
em U. Esse sistema tem características de sistemas envolvendo líquidos armazenados em 
dois tanques conectados e a mistura de líquidos que pode ocorrer entre eles. Para o tubo 
em U, a função de tran: cia relacionando uma entrada de pressão p para o tubo em 
um dos braços com a saída de uma 9 na altura A é dada por: 


Hs) ! 
Pis) gls? + Rs + 208 


Pressão 


Densidade 


Figura 5.8 Exemplo 10. 
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onde g é a densidade do líquido, L é o comprimento da coluna de liquido, R é a resistencia 
hidráulica e g é a aceleração da gravidade. Qual é (a) a li ncia não-amortecida, (b) 
o coeficiente de amortecimento e (c) a equação relacionando A com o tempo para uma 
entrada impulsional? 


Solução 
(a) Comparando com a Equação [8]: 


O(s) baoh 
G= E y ote 
Bls) s? G s + 0x 

e rervanjando a equação do tubo em U pura chegar à função de transferência; 


Hs) l 
Pis) QL(s? + (R/L) s + Rgl 


então Oy = VQg/1). 


(b) Por comparação, ainda, temos 200, = (R/0L), e então: 


t E R av 
daph  2oLN(2g/L) oio 


(6) “A função de transferência pode ser eserita como: 


i 0/2 eoi 


Pis) 


2 + os + 07 


Assim, para uma entrada impulso de pressão p, se o problema diz que a mistura 


de líquidos ocorre, isto é, existem oscilações e portanto É é menor que 1 a solução é da 
forma dada na Equação [38], isto é 


hoy 


= 
Vô 


Substituindo os valores do tubo em U: 


5 Vavo || 


RNZ 
h = (1/2 pg) VOg7L) exp HS 


exp (Å onn) sen [ovu > g] 
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1 
h = == exp 
pV 


PROBLEMAS 


1. Escreva a função de transferência G(s) para os sistemas dando as seguintes relações 


entrada-safda: 


ta) Circuito RC com entrada v e saída i 


v=Ri+ l fiw 
Uh) Circuito RLC com entrada v e saída vc- 


p Mine 
ERE N 
R MARE 


t Sistema hidráulico. um tubo em U com entrada q e saida h 


2, li 
Ei yoat 


12h04 
FÊ dr by 


p=el 
(4) Sistema massa-mola-amortecedor com entrada e saída x. 


(ENE 
Edi E 
ade * mt $ 


Quais são as ordéns dos elementos dados nas Nunções de transferência obtidas como 


respostas ao Problema 1? 


de primeira ordem quando sujeito a (0) uma 


A Descreva o comportamento de um siste 
rampa e (e) uma entrad 


impulso 


ntrada degrau. (by uma entrada 


4. 


ad 


o 


10. 


Um sistema tem a seguinte relação entre sua saída O, e sua entrada 0; no domínio s. Qual 
é o amortecimento do sistema quando sujeito a uma entrada degrau? 

Bals) A 

DO sos 16 


Um sistema de segunda ordem tem um fator de amortecimento de 0,2. uma freg 
anente de 2, Qual é a relação 
atual qui 


angular de SHZ e uma fun 
entre a saida e a entrada no domínio s para o sistema e o sobre-sinal pere 


sujeito a uma entrada degrau? 


Descreva o comportamento de um sistema de segunda ordem quando sujeito a (a) uma 
entrada degrau, (b) uma entrada rampa e (c) uma entrada impulso. 


tema dada a seguinte função de transferência quando sujeito a 
rio? 


Qual é a resposta de um 
uma entrada degrau unitá 


e 
WEN 


Um sistema tem a seguinte relação entre sua saída O, e sua entrada 0; no domínio s. Qual 
é o erro em regime permanente quando sujeito a uma entrada rampa? 


Ega pa ms 
Os? + 205 + 400 


As oscilações laterais de um navio decorrente do movimento das ondas (isto é, o movimento 


ondulatório) podem ser de 


o 


Do z 


I s os + 07 


onde 0 é a deflexão angular em relação à vertical e h é a altura das ondas. Com uma 
frequência angular de wy de 2Hz e fator de amortecimento & de 0.1, como a deflexão angular 
á com o tempo para uma grande e súbita onda, isto é, um impulso? 


va 
Qual a resposta do sistema dada a função de transferência seguinte quando sujeito a uma 
entrada impulso? 


2 
(4 3 + d) 


GS) = 


sz 


Ju 
« 0 Biastrama em blox 47 i 

i s - - 6 ? ju 

quando usado para comparar o valor desejado com um sinal realimentado indicando o Ju 

ÑAKRON valor real, foi denominado comparador, o sinal realinentado era subtraído do valor de 
referência para gerar o sinal de erro, Quando um sinal deixa um nó, ponto de bifurcação, 1 

j este é representado da mesma forma que em um circuito elétrico quando existe um ponto O 


de junção entre condutores que permitem que uma corrente se desvie, isto é, a junção é 
representada pelo encontro de duas linhas, marcado com um O bloco é desenhado 
com sua função de transferência dentro dele. 


Ponto de Bloco 
soma — Ponto de E 
6 Função de |bilurcação S 
transferência put 
+ou ii : 
qu 
E 5 M 
NTRODU: ÃO Figura 6.1 Componentes de um diagrama em blocos y 
Ç D 
Verificando os modelos para sistemas complexos, podemos notar que eles resultam de S ermo ramo direto é usado para aqueles elementos do aab O ani {t 
um agrupamento de subsistemas ou elementos, cada qual com sua própria função de pat nunan emoy fia direção entrada-saída do sistema (Figura 6.20). As funções qa 
f Diagramas em blocos podem ser usados para representar cada um desses de transferência dos clementos no ramo direto são designadas por G ou G(s). O termo 
ransferência, Diagramas s ser usados para representa sses : e > 
Na RG o anjo agrupado e Ena do, o sistema coma um todo. Este capítulo ramo de realimentação é usado para aqueles elementos através dos quais um sinal passa Fal 
mostra tais agrupamentos e como a resposta do sistema global pode ser determinada a quando é retirado da saída em direção à entrada (Figura 6.24). As lunções de transfe- ql 
bartir do conhecimento das funções de transferência individuais dos blocos dos subsis- rência de clementos nesse ramo de realimentação são usualmente designadas por H ou k 
pi IKs). O termo rumo de alimentação é usado por aqueles elementos que estão em paralelo í 
Ten com o ramo direto e através dos quais os sinais se movem na mesma direção, isto é, a 
entrada-saída (Figura 6.2(b)). 
M 
DIAGRAMA EM BLOCOS Bino isa medio è 
> f ? ) 
, s 5 3 Gus H as COT P 
O diagrama em blocos da Figura 6.1 mostra a forma como vários itens no diagrama em ahd pm Daca H 
blocos são representados. As setas são usadas para representar as direções do fluxo de Hia E 3 r 
ii sinais são funções eles são representados letras minúscu us 
sinal. Quando sinais são funções do tempo, eles são representados por l j RE E ; 4 
seguidos de (1), como por exemplo i(t), embora Irequentemente o (1) seja omii Ramo de realimentação Ramo de alimentação r 
é óbvio que os sinais são funções do tempo. Quando os sinais estão no domínio s, no (a) (b) f 
são representados por letras maiúsculas seguidas de (s), como por exemplo Joy pn Figura 6.2. Trajetórias do sinal. ? 
ponto de soma é onde os sinais são somados algebricamente. Se um desses sinais é 
positivo e o outro é negativo, então a soma é a diferença entre os dois sinais. Se ambos ù 
são positivos, então a soma é a adição dos dois sinais. No Capítulo 1, esse ponto de soma, p) 
) 
4 
E ). 
r 
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BLOCOS EM CASCATA 


como os dois elementos no ramo 


Se um sistema consiste em elementos em cas 
direto na Figura 62(4), então a função de translerência G(s) do sistema é: 


Bots) 


GW = 
46) 


Mas para o primeiro elemento temos: 


Goals) 


Gia) = 
= da 


e para o elemento 2: 


Goals) 


GAN = Dto) 


e para o elemento 3 


O(s) 
G = 
A T 
Mas 


B) Oor(s) 2 Bo) B) 
AO T B BD 8o25) 


Assim: 


GO = Gi) X GAD x Gats) tm 

Assim. o número de blocos em cascata, com funções de transferência Gits), 
Gata). G(s) ete., pode ser substituído por um único bloco com uma função de transfe- 
rência G(9). Ver o Capítulo | para mais informações sobre o descrito anteriormente, 
quando a função de transferência se refere apenas ao regime permanente. 


Para dois elementos G16) e Gals) em cascata. se O(s) Ea entrada para o sistema 
et) é a saída 


121 


OU GAD A Ga Go O) 
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Quando os blocos individuais estão conectados, considera-se que não existe 
interação entre os blocos que resulte em var iações na função de transferência. Nesse caso, 
as funções de transferência dos blocos individuais podem ser usadas para determinar a 
s blocos são combinados. Assim, se os blocos 
ir problemas na combinação deles. 


função de transterência global quando o: 
individuais são circuitos elétricos, poderá 
ircuitos interagem entre si. 


O sur 


porque os 


EXEMPLO 1 


te em dois elementos em cascata, com os elementos 
gura 6.3. Qual é a função de transferên- 


Um sistema em malha aberta cons 
tendo as funções de transferêne 
cia do sistema como um todo? 


Sole 


indicadas na 


Figura 6.3 Exemplo 1. 


Solução 


Para os blocos em cascata, a Equação | 1] temos: 
GUS) = Gi) X Ga) X Gals) X te 


Portanto: 


G(s) = 


BLOCOS COM RAMO DE REALIMENTAÇÃO 


1 um sistema em malha fechada simples com realimentação 
ativa, os sinais de referêne 
io positiva e! ão somados. Se Oils) é a 
I, isto é, a saída, então a função 


A Figura 6.4(4) mos 
negativa. Para realimentação ne: 
subtraídos no ponto de soma: na r 
referê o é, a entrada do sistema, e B(s) é o valor real 
de transferência do sistema de controle inteiro é: 


imental 


O 


Vunção de transferência gj 
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Gols) RETO 
D Sa 
Hs) 


(b) 


Gols) 


Figura 6.4 (a) Realimentação negativa e (b) realimentação positiva. 

Cada subsistema dentro do sistema global tem sua própria função de transfe- 
rência, Para o ramo de realimentação, a função de transferência Hs) tem a entrada Bals) 
e a saída H(s)@o(s). Assim, se o ramo direto do sistema tem uma função de transferència 
Gi(s) com entrada (8;(s) = H(s)Bo(s)) € saída Oo(s): 


A Bo) 
GIO = gs) = HOC) 


Rearranjando: 


BLI + GOHO) = GOG) BI 


Portanto, a função de transferência global do sistema de controle em ramo 
fechada é: 
PEN o) 
GO) = T GH) 
Se a realimentação é positiva (Figura 6.4(b)), então: 


0963) = Gi (SO) + GIO) 151 


Gis) l6l 


GO = TT GOHO 


EXEMPLO 2 


Qual é a função de transferência global para o sistema mostrado na Figura 6.5? 


Capo Diagrama em blw 221 


Figura 6.5 Exemplo 2. 


Solução 


A realimentação é negativa; portanto, pela Equação [+]: 


ias e 

O) = TEGO 

ON CA ss 2 2 
14551276 + DI (4 D+ Os T+ Ls 


BLOCOS EM CASCATA COM RAMO DE 
REALIMENTAÇÃO 


Considere um sistema em ramo fechada consistindo em três componentes em cas: 
ramo direto e uma rcalimentação, como mostrado na Figura 6.6. A função de transferência 


ta no 


do ramo direto é: 


Função de transferência do ramo direto = G0) x G20) x Gts) 


; IE =) 049 
da a EO Co sott 
He | 


Figura 6.6 Sistema com multielementos em malha fechada 


O sistema em ramo fechada pode ser substituído por um sistema mais si 
equivalente, como mostrado na Figura 6.7. A função de transferência do elemento 
é agora Gi(s)G2(s)G3(s) e uma realimentação com uma função de transferência H(s). A 
função de transferência global G(s) para esse sistema é: 
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= Gi) X GAS) X G39) 
T+ [G4(s) x Gols) X Ga(s)HCS) 


a EA E 


O sistema equivalente para a Figura 6.6 


Figura 6.7 


EXEMPLO 3 


8) tem um ramo direto com dois elementos de funções 
ção tem uma função de transferência de s, 


Um sistema de controle (Figura 
de wansferência K e 145 + 1). Se a realiment 
qual é a função de transferência do sistema em ramo fechada? 


Figura 6.8 Exemplo 3 


Solução 
Para os elementos do ramo direto, a função de transferência global pela Equação [1] é: 


Função de transferência do ramo direto = K x ! i 


Como existe uma realimentação negativa, a função de transferência global G(s), 


pela Equação [4]. é: 


FOI 
nt 

Ku + 
CG) n ) Já 


tikasi Di itae K 


BLOCOS EM PARALELO 


A Figura 6.9 mostra parte de um sistema de controle que tem um ramo de alimentação. 
cada um dos elementos é O(s). A saída do 
ída do elemento com 


Para esse sistema, o sinal de entrada de 
elemento com função de transferência G(s) é G(s) Oi(5), e 
função de transferência G2(5) é G2(9)0;(s). Na figura, os dois sinais se somam no ponto 
de soma. A saída Oale) será: 


Oa) = Gr) Ol) + Ga) Aia) = [G (8) + Gols) 10i) (71 


GSOS) 


o(s) (9) Bois) 


[Gus)o(s) 
Go(s) re 


Um ramo de alimentação. 


Figura 6.9 


Portanto, a função de transferência global G(s) é: 

Gs) = Gts) + Gals) Ig] 

Se os sinais se subtraem no ponto de soma temos: 

Out) = IGUO = Gts) |O) [91 
c 


GW =G) -GA nol 


EXEMPLO 4 


6.9 tem funções de transferência 


Um ramo de alimentação da forma mostrada na 


de Gi(s) = Is + 1) e G28) = 5. Qual é a função de transferência global se o sinal do 
ramo de alimentação for somado ao sinal do ramo direto? 


enharia de Controle Cap, O | Si ando RS j 
| Ji 
Solução Solução i 
t ly 
ba | A Figura 6. 1] mostra como os blocos podem ser combinados. Para simplificar a indicação 
| de que todas as funções de transferência estão no domínio s, elas foram omitidas nas du 
GO = GI) + Gols) | figuras. Pela transformação 1 na Tabela 6.1, em (a) os dois blocos em cascata Gls) e y 
| Ga(s) foram combinados para dar um bloco apenas com a função de transferência l 
E a Se Ap) Gri | y 
ie dat EN | GDG | 
| Diagrama em blocos Equivalente h 
i 
h 


SIMPLIFICAÇÃO DO DIAGRAMA EM BLOCOS — ate [aa |- ) 
E 
i 


(a) 


Os métodos apresentados são utilizados para simplificar diagramas em blocos. Blocos | 
em cascata podem ser substituídos por um único bloco; blocos com realimentação podem é t di 
ser substituídos por um único bloco sem realimentação: e blocos com ramo de alimen- GG 


ão podem ser substituídos por um único bloco. A Tabela 6.1 lista estes e outros métodos | F as 
Ea 1 


ti 
que podem ser usados. H 
À 
| a comme 1l 
EXEMPLO 5 (b) 
Reduzir o sistema descrito na Figura 6.10 a um bloco único e determinar a função de | G E cslos ape 
transferência desse bloco, E sn 


aaa. 


! 18/64, w 

i ) 

Figura 6.10 Exemplo 5. ? Dc ad td pi 
| —  GO(GrGH) ro 

| 1- GGH, + HA G(GaG) | ) 

r caco aA AAAA aii mi 

) 


(9) 


Figura 6.11 Exemplo 5. 
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Pela transformação 2 na Tabela 6.1, em (b) esse bloco é combinado com o bloco 
alimentação H1(5) para dar um bloco apenas com uma função de transferência: 


GW 
T= Gil) Ga) HG) 


com o sinal menos indicando que a realimentação é positiva. Em (e) a parte de alimen- 
tação do diagrama é simplificada por meio da transformação 3 na Tabela 6.1, para dar 
um bloco com uma função de transferência: 


Gils) + Gols) 


alimentação é combinado com o bloco obtido em (b), usando a 


em (d) esse bloco de 
a 6.1, para dar um bloco simples com uma função de transfe- 


transformação | na Tabel: 
rência: 


Gis) GAN IGI) + Galo) 
T = G(s) Gols) H16) 


Finalmente, em (e) esse bloco é combinado com a realimentação e, pela 
á um bloco simples com uma função de transferência: 


transformação 2 na Tabela 6.1, di 


(ol 


GGA + 
VA HA GAS) GAA G + GA) = Gils) Gas HOI 


que pode ser simplificada: 


L- 616) Ga) Mils) + H8) Gi) Gas) Gils) + G0) 


EXEMPLO 6 


m blocos do sistema mostrado na Figura 6.10 tal que o bloco 


Reorganizar o diagrama e: 
a sua função transformada 


de realimentação H (s) seja isolado c os efeitos de variações em 
possar ser mais facilmente examinados. 


t cupo Piagiamu em bl 


) 


Figura 6.12 Exemplo 6. 
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Solução 


olar o bloco [1(s). Para 
jo no domínio s elas 


ra 6.12 mostra os passos que podem ser adotados p 
simpliticar a indicação de que todas as funções de transferência e 
foram omitidas das figuras. Em (a) os dois blocos foram combinados usando-se a 
transformação 1 na Tabela 6.1, Em (b) o ramo de alimentação foi eliminado usando-se 
a transformação 3 na Tabela 5.1. Em (e) 0 ponto de bifurcação | foi movido para depois 
do bloco (Gats) + Ga(s)] pela transformação 11 na Tabela 6. 1. Em (e ) os pontos de soma 
1 e 2 foram rearranjados pela transforma 9 na Tabela 6.1. Em (e) o ramo de 

ão interno foi eliminado usando-se a transformação 2 na Tabela 6.1. Em (f) 
ão 4 foi usada para remover um bloco da realimentação e dar a resposta 


realimenta 
a transfor 
desejada. 


EXEMPLO 7 


mostrado na Figura 6.13 em um que tenha realimentação unitária. 
função de transferência do ramo de realimen- 


Transformar o sistem 
A realimentação unitária ocorre quando a 
tação IS) é 1. 


Figura 6.13 Exemplo 7 


Solução 


ão 4 na Tabela 6.1, obtemos o sistema mostrado na Figura 6.14. 


cla transforma 


Jur (69) —[ ora | cus | He 
1 R 


Figura 6.14 Exemplo 7. 
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ENTRADAS MÚLTIPLAS 


al têm mais que uma entrada. Pode existir um sinal de 
entrada indicando o valor desejado da variável controlada e também uma entrada ou 
entradas devidas a distúrbios que afetam o sistema. O procedimento que pode ser adotado 
para obter a relação entre as entradas e a saída para tais sistemas é: 


Os sistemas de controle em g 


entradas, exceto uma delas, igual a zero, 


1. Fazei todas a 


2. “Transformar o diagrama em blocos resultante em um com apenas um ramo 
direto e um ramo de realimentação. 


Determinar o sinal de saída devido a essa entrada. 


Repetir os passos 1, 2 e 3 para cada uma das entradas. 


a 


A saída total do sistema é a soma algébrica das saídas devidas a cada uma 


a 


das entradas. 
A Figura 6.15 mostra um sistema de controle básico com um sinal de referência 
B;(s) e uma entrada de distúrbio Oa(s). Aplicando os procedimentos citados, com Ou(s) 
igual a zero, e depois de algumas simplif icações, temos o diagrama em blocos mostrado 
na Figura 6. 16(a). Para tal sistema, a relação entre a entrada 0;(s) e a saída Bo(s) é, usando 
ão 2 na Tabela 6.1: 


O(s) GDA ii 
Bs) 1 + GOGA) tu 
Bus) 

— +l m 
Sim LH ats Gio 
' l Hs) 


Figura 6.15 Um sistema de controle com múltiplas entradas. 


s) igual a 0. temos o diagrama em blocos mostrado na Figura 
6.160). Como a realimentação forneceu um sinal que foi subtraído do inal de referência, 
isto é, realimentação negativa, a função de transferência da realimentação é representada 
por um sinal negativo, ou — H(s). O sistema resultante é essencialmente um ramo direto 
com uma função de transfer Gas) é realimentação positiva com uma função de 


transferência G06. Pela transformação 2 na Tabela 6.1: 


Agora. fazendo O, 


22 Engenharia de Controle Cap o 
[LO Old ) Fa 
Bus) 1 = GA GAMA L + GU)GADHO) 
B(S) 


Gi(s)Gols) 
biliar 


Vols) 


o(s) 


(e) 


Figura 6.16 (a) Od(s) = 0, (b) 6i(s) = 0. 


A safda do sistema, quando sujeito a ambas as entradas, é à soma daquelas dadas 
nas Equações [11] e [12], isto é: 


Cats) Oyts) 
a Dto Ei 
1 + Grés) Gas) Hs) 


Bota | gi) 


Ver o Capítulo 1 para determinação da equação anterior em termos dos sinais 


passando pelo sistema. 


EXEMPLO 8 


Determinar uma equação descrevendo a relação entre as entradas Bi(s), Ogi(s) e 8a2(s) 
para o sistema descrito na Figura 6.17 e a saída Oo(s). 


Capo Diagrama em blocos 


Bals) 


ol S s a 
a $ pao HH ou e 
—[ tis, p Hals) 


Duals) 


Figura 6.17 Exemplo 8. 


Solução 
Fazendo Bayts) e 04265) iguais a zero, a transformação 2 na Tabela 6.1 dá: 


Bal) Gil) Gals) 
BD 1 A G) GA) Hits) Has) 
i Com 03) é Ba2(s) iguais a zero, o diagrama fica como na Figura 6.18(4) è 
assim: 


Vols) poe 
Bal) + GOGH (Hal) 


MEF. 0,49) 
x 
| Gus) 
Buls) Re O(s) 
KHH- ata eua | a 
| tuts) 
(b) 


Figura 6.18 Exemplo 8. 


kO aaa a a 


w 
r 
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Com Bis) e Oai(s) iguais a zero, o diagrama fica como na Figura 6.18(b) e 


assim: 


B) GS) G9 M) 
Dao) DE Gu) GOAO 


Ro 


Portanto, a saída total do sistema é: 


a= GAGAN UO y s Gal Oun) 
E GO GA AA O A + GO GAD A H 
Gils) G3) Mils) Ba) 
14 GUS) Gato) MO HAS) 


EXEMPLOS DE SISTEMAS 


O motor ce, apresentado no Capítulo 2, pode ser controlado pela corrente de armadura 
sas em diagrama em 
da para cada bloco 


ou pela corrente de campo. À Figura 2.39 m 


blocos com as equações descrevendo as relaç entrada e 
indicado, Convertendo essas equações em funções de transferência (ver Exemplo 1f) 
no Capítulo 5), chegamos ao diagrama em blocos mostrado na Figura 6.19. 


Circuito da Enrolamento 
armadura dearmadura Carga 


Ta! o(s) 
Is+e 


Circuito de Enrolamento 


campo dearmadura Carga 
Vis en e 
Liss, t Tere 


(b) 


Figura 6.19 Motor cc (a} controlado pela armadura e (b) controlado pelo campo. 
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Para um motor controlado pela armadura (Figura 6.19(a)), o circuito de 
armadura tem uma função de transferência de primeira ordem que pode ser escrita na 
forma 


Ra 1/Ry 


(Lat) 41 O tis + À 


onde tj é a constante de tempo para o circuito da armadura, Ty = La/Ra De modo 
semelhante, podemos escrever a função de transferência para a carga como: 


No 17c 


Djs + O s+ l 


onde to é à constante de tempo para a carga, Ta = 1/0. 


sferência do ramo direto para o sistema é: 


A função de 


VR, » 
E 
tast l 


APANA 
A função de transferência do sistema com ramo de realimentação w(s)/Va(s). 


pela transformação 2 na Tabela 6.1. é: 


(URAk 07/0 t Daas D 


GS) = EE AARS Zs + tas + 1) 


o muto i 
= ats + tos + 1) + ka OZRa) ka (170) 


Rearranjando essa equação: 


Ra) ka (170) 


ORDNA 


E l tkl 


ea a OA EnS 
set + ATOS + RAZR AUA t ATA 


Esta é uma equação de segunda ordem e pode ser escrita na forma: 


Gt) = pes 
É + Io + 0% 
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onde qn é a fregiiência e [ é o coeficiente de amortecimento. O comportamento do 
sistema quando sujeito a, por exemplo, uma entrada degrau ou rampa é como descrito 
no Capítulo 5 para sistemas de segunda ordem. 


Para o motor controlado pelo campo (Figura 6.19(b)), o circuito de campo $ 
um sistema de primeira ordem, e a função de transferência pode ser es ita como: 


1 1/ky 


Lest R nst 


onde a constante de tempo T; = Ly /Rg. O sistema de carga é também um sistema de 
primeira ordem, e sua função de transferência pode ser escrita como: 


onde T2 é a constante de tempo para a carga, To = de. 
O motor controlado pelo campo é um sistema em ramo aberta. Portanto, a 
função de transferência global @(s)/vr (s) é: 


G(s) = [15] 


(mis + tos + 1) 


Este é um sistema de segunda ordem. 


Em motores cc, o distúrbio mais provável de ocorrer é um torque Tą sobre a 
carga. Assim sendo, o diagrama em blocos para os motores controlados pela armadura e 
pelo campo é modificado como na Figura 6.20. O efeito do distúrbio na saída do motor 
controlado pela armadura modifica a saída como indicada pela Equação [14] para: 


(Radka( t/c) 


o(s)= PRES ATO) al Dksky(U/RG) 


Gis + Ditos + D+ Tato) 
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Tals) 


NIK DE o(s) 
FO usti 


Tals) 

e es E 

vws IR | MS ge 
Teen EE J- 


(b) 


Figura 6.20 Motor cc com distúrbio de carga (a) controlado pela armadura e (b) 
controlado pelo campo. 


Um motor ce pode ser usado como parte de um sistema de controle de posição, 
isto é, para girar uma carga de um ângulo particular. Como a safda dos motore: 
tem sido considerada como a velocidade angular w, é necessária a adição de mais um 
bloco que converta velocidade angular em deslocamento angular. Como a velocidade 
axa de deslocamento angular, isto é, (0 = dO/dr, então; 


angular é a 
fao = f wde 


No domínio s: 
1 
Vols) = 4 00) 


onde Bu(s) é a saída no domínio s. O bloco a ser inserido tem a função de transferência 
l/s, e para o motor controlado pela armadura, é como mostrado na Figura 6.21, A 
realimentação, nesse caso, é a força contra-eletromotriz, e é uma medida da velocidade 
angular, O ponto de bifurcação para realimentação é anterior ao bloco 1/s, onde a saída — 
da carga é a velocidade angular antes do deslocamento angular, 


ERAM AM 
Aa 


| 
| +? 
D 
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H 
ME A a HS Ats) 
bd yY 
pri es 
teem E 


Figura 6.21 Sistema de controle de posição usando um motor ce 


entrole de posição pode ser melhorado com a 
jo, no quala variável medida é a posição angular 
istema de medição usado poderia ser um 


O desempenho do sistema de c 
incisão de um segundo ramo de realimenta 
Bo da carga. A Figura 6.22 mostra o sistema. O 
potenciómetro rotativo ou um transformador diferencial variável rotativo (RVDT), que dá 
uma tensão proporcional à posi mgular. Esse sinal de realimentação vm é somado a um 
sinal de tensão de referência vy para gerar o sinal de erro. O sinal de tensão de referência é 
obtido de um ajuste angular de um potenciômetro rota ivo (ver Capítulo 2 para uma discussão 
sobre potenciômetro), O sinal de erro é amplificado e então retificado antes de passar para 
o motor ce. Tal sistema de controle pode ser usado para o movimento de braço de um robô, 
posição de controle em ferramentas de máquina etc. i 


Como na Figura 621 — 


Sinal de 
erro 
aencòmeto  Ampliticador Retlicador 


q ReTiHcio 


a(s) 


va [ve dito 


Vas) 

Sinal do tensao | 

proporciona! no BVOT — 
deslocamento t, sistema de 


mediçio 


Figura 6.22 Sistema de controle de posição com realimentação de posição. 


EXEMPLO 9 


ntradas do valor de ajuste para a altura do líquido je o 
ara o sistema de nível de líquido mostrado na 


Determinar a relação entre a 
distúbio para o nível de líquido de d, p 
10.23, e a saída de altura do líqitido o. Determinar como a saída varia com 0 tempo 
taa uma entrada degrau como valor de referência, isto é subitamente dujuste 


Fip 


de pehaència passatta ter novo valor 
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Ajuste do 
valor de 
referência 


Distúrbio 


(ia 


T 


Aly 


= Q 
Resistência A 


Figura 6.23 Exemplo 9 


O movimento da bóia faz com que uma alavanca gire em um pivô e então, via 
abertura da válvula. O valor de referência pode ser ajustado subindo-se 
ou abaixando-se o ponto de conexão da bóia na alavanca. O sinal de erro é a diferença 
entre a posição da bóia no nível desejado e em qualquer outro nível detectado. O 
controlador é a alavanca pivotada com uma entrada em uma extremidade da bóia do sinal 
de erro e uma saída no ponto onde o atuador está conectado. 


atuador, ajuste a 


Solução 


O sistema pode ser representado pelo diagrama em blocos mostrado na Figura 6.24, O 
extremidade da alavanca pivotada. e a saída é o 
e, portanto, o movimento da haste 
tuadora e gera uma saída que é uma 
, o líquido no 


sinal de erro é a entrada para uma 
movimento da outra extremidade da alavanca pivot 
isse movimento é a entrada da válvula 
1. somada ao distúrbio, é a entrada da planta, 
ão é o movimento da bóia que traduz diretamente em sinal de 


de válvula. 
vazão de fluido. E 
recipiente. A realimentaç: 
altura de líquido, dafa realimentação unitária. 


Erro 


a A n 
[H vamia a Planta T 


ha 


Figura 6.24 Exemplo 9. 


HQ Engenharia de Convole Cap 6 


(a) Alavanca pivotada. A relação entre a entrada e i saída 


(b) 


te) 


As funções de transferência de cada um dos elementos do sistema e, portanto, 
a relação entre as entradas e saída para o sistema como um todo são como a seguir: 


do pivô na saí 
do pivô na entrada 


Saída 


Entrada Di 


Para uma entrada 4 saída será =, onde: 


ncia é (1/3). 


Assim, a função de transk 


Válvula. A entrada z para a válvula determina a taxa de escoamento da 
saída qı da válvula. A relação entre a entrada e a saída pode ser lincarizada 
(ver Capítulo 2) para dar: 


qu=ez 


A planta. O nível é controlado pelo controle da razão na qual a água entra 
no tanque. Se a água entra na razão de qin por segundo e sai na razão de 
“ow por segundo, então a resultante de escoamento na qual a água aumenta 
no tanque é (qin = gou). Em um tempo ôr a variação no volume de água 
no tanque será (gin — Gou)ôt. Se o tanque tem uma área de seção transve | 
A, então essa variação no volume produzirá uma variação no nível da água 


de h, onde: 


(din = dou Dô! = ASh 


Sin — dou = A Sy 


Portanto: 


in — ow = 


ima da 


A vazão de saída do tanque será afetada pela altura da ági 
tubulação de saída, isto é, a pressão estática. Desde que à pressão devido 
à altura de água A é proporcional a 4, podemos escrever: 


=4 
dou = R 


onde R representa a resistência hidráulica da tubulação de saída. Assim: 


(d) 


(e) 


Capo Diagrams era blocos 7] 


ho, dh 
in A 
dh 
RACE l = Raja 


A função de transferência é então: 


His) R 
i) Rasti +l 


Gi) = 


onde T = RA e é a constante de tempo. 


O sistema. Com ya = 0, 0 ramo direto tem uma relação entre a saidi e a 


entrada de; 


Já que a realimentação é unitária; 


( 
1+ (1/ye(R/(as + 


“es + DI 


His) = Di his) 


Com qils) = 0,0 ramo direto tem uma função de transferência de R/(ts + 1), 
e o rumo de realimentação, de (x/y)c. Portanto; 


BABA o 
pelkät + D CU 


Hs) = a(s) 


Ni 


Portanto, para o sistema com ambas as entradas: 


(apelkz(es + 1)] 


elias + n O 


H4s) = 
Bsr 


x/ 


Ros + 1) j 
DE elkar + p A 
Entrada degrau. Considere uma entrada degrau para o sistema, sem 
distúrbio. Para esta situação, a relação entre a entrada e a saída é: 


ja sa at D a 
HO = TE yelas + 1) O 


INR pao 
ts + l + (v/y)cR 


H(s) = Hi(s) 


a 
nj 
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ni ee, = 
" 1 s Essa equação pode ser simplificada se forem definidas duas constantes a 
e K como: 
uf 
) 
mn pe 
) t 
"i 
N 
j A 
mi D+ (yR 
id Portanto: 


Mia aT 
sta 


Uma entrada degrau para /Mm(s) tem a transformada de Laplace de 1/5, 
portanto: 


ms) Ro 

s(s + u) 
A equação que dá essa transformação (ver Capítulo 4) é: 
h= KU = et") 


Esta é uma exponencial crescente até atingir o valor em regime permanente K. 


PROBLEMAS 


1. Qual éa função de transferência do sistema descrito pelos diagramas em blocos na Figura 6.25? 
Rg E i 
= 
1" 


Figura 6.25 Probiema 1 
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2. Converta o diagrama em blocos na Figura 6.26 para sistemas equivalentes com realimen- 


tação unitária. 


(a) 
Figura 6.26 Problema 2: 


3. Verifique a transformação 4, Tabela 6.1, para remover um bioco de realimentação. 


4. Simplifique a Figura 6.27 tal que o bloco do ramo direto G(s) seja isolado. 


Figura 6.27 Problema 4 


8. Derive uma equação relacionando as entradas 0/69). Ou1(5) € Ou2(5) e a saída para o sistema 
mostrado na Figura 6.28. 


Mals) Baal) 


O(S) + 


Figura 6.28 Problema 5: 


Cup o 


A Figura 6.29 mostra um sistema controle de velocidade a ser usado para controlar a 
velocidade de rotação das rodas de uma locomotiva. Um motor diesel é usado para excitar 
um gerador elétrico, que, por sua vez, excita um motor que aciona as rodas da locomoti 

A posição do potenciômetro determina a tensão de referência fomecida ao amplificador 
diferencial, onde é comparada com o sinal de realimentação e gera uma tensão de erro 
amplificada, que fornece uma corrente ao enrolamento de campo do gerador. A saída do 
gerador é controlada pela corrente de campo, já que o rotor gira a uma velocidade angular 
constante. A saída do gerador fornece uma corrente ao circuito de armadura do motor e a 


a deste é um torque que gira o rotor no qual as rodas do trem estão acopladas. Represente 
ão descrevendo a relação 


sa 
o sistema por meio de diagrama em blocos e derive uma equa 
iômetro e a saída velocidade angular Wo- 


entre o ângulo O do poten 


DA 


Circuito da armadura 


Potenciômetro 
Corrente constante 
Envolamento no enrolamento do 
decampodo Gerador La As la campo do motor 
gerador N [ET Gaig 
1 


pae e id wo 
Ampiticador E E 
Poten- 4. | diferencial L fo Motor t = Je 1 
clômetro dE Pas it A | 
ço ES - Fa 


Velocidade Tacogarador 


constante 


Figura 6.29 Problema 6. 


A 


vo temia forma básica mostrada na Figura 6,30, 


Um sistema de direção hidráulica de um 
, um sistema para converter o movimento giratorio de um volante em um movimento 


ou sej 
linear; um sistema hidráulico da forma descrita na Figura 2.43 de uma válvula direcional 


controladora de vazão tipo carretel (spool valve) acionando um pistão em um cilindro e 
para converter o movimento linear da carga em um 
o ângulo de entrada 0) para o volante e o 


portanto uma carga; e um sistema 
movimento rotativo. Determine a relação entre 
ângulo de saída 8, da carga. Isto mostra como a ângulo de saída variará com o tempo quando 


sujeito a uma entrada rampa. 


i Cupo Digmnaemblwis H9 
E 
€ P 
s(ts+ 1) 
Figura 6.30 Problema 7. 
8. Um motor controlado pelo campo é utilizado para acionar uma carga, Se a indutância do 


enrolamento de campo pode ser considerada desprezível, determine uma relação para a 


mente é de Zrad/s 


do degrau é de 50V, então a velocidade angular em regime peri 


clocidade de saida 0, quando sujeito a uma tensão de campo V em degrau, Se a amplitude 
\ carga 


atinge rad/s em 0,35s depois que a tensão degrau foi aplicada, Usando esses dados, detesmine 


a equação para a curva que descreve como à velocidade de saida varia com o tempo 
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Too 


o PTE em 


INTRODUÇÃO 


Quando uma entrada de comando 
depois do transitório a saída do sis 


é aplicada a um sistema de controle, espera-se que 
ema se estabilize no valor de comando, O erro entre 
este valor e a entrada de comando é chamado erro em ri gime permanente. É uma medida 
da precisão do sistema de controle de rastrear uma ent da de comando e é o erro que 
a transitória já terminou (ver Capítulo 5 para uma discu 
o à resposta dinâmica de sistemas). O erro em regime 
nde da estrutura do sistema e da forma da entrada, Para 
ário classificar os sistemas 


aparece depois que a respos 
preliminar deste erro em reta 
permanente para um sistema depei 
analisar os erros em regime permanente dos sistemas, é nece: 
ara cada entrada o erro em regime permanente que 

cação e a determinação de erros em regime 


conforme o seu tipo. O tipo indica 
vai ocorrer, Este capítulo traz esta € 
permanente para sistemas. 


ERRO EM REGIME PERMANENTE 


al de saída desejado, isto é, o sinal 
nal de saída real que ocorre. 
a uma entrada 0;(5) e uma 


O orro em qualquer sistema é a diferença entre o sin 
de entrada que especifica o valor d 
tema de controle em malha aberta (Figura 7.1) p 


do, cos 


de reterênci 
Para um si 
la 0o19), © erro Els) é: 


ESO Bus) 


RE) 


Figura 7.1 Sistema de controle em malha aberta. 


Como a função de transferência para G(s) é Bots)/0i(S): 


Fo = O GU [= cojo to 


O erro depende não só do sistema determinado pela sua função de transferêni 
mas também pela forma da entrada O;(s). 


istema em malha fechada, considere uma simplificação para uma 
rcalimentação unitária (Figura 7.2). Para uma entrada de referência 0:(s) e um valor de 
a real 0,(5), o sinal realimentado é O(s) e assim o erro Eds) é: 


E(s) = 0il) = 0,05) 


Bol) 


Figura7.2 Sistema de controle em malha fechada. 


do ramo direto e se a realimentação é 


Se G(s) é a função de transferêni 


unitári 


0) G9) 
eu) +66) 


Portanto: 


G(s)O(S) 1 
Ti 00 (LG ti 


Els) = Bis) - 


O erro depende do sistema como especificado por sua função de transferência 


e da entrada O(s). 


dk É 
RR bi de 


ht y 
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Se o sistema em malha fechada tem uma malha de aA Hs), como 

então ele pode ser convertido em um sistema com realimen- 
ura 7.3(b). O resultado é um sistema com 
a Figura 7.310). A função de 


mostrado na Figura 7.34), 
tação unitária pelo processo mostrado na Fi 
realimentação unitária equivalente na forma indicada n 
transferência do ramo direto é dada por: 


Gt) 
1+ GONE) -U 


O(s E) > 


Realimentação unitária 
(b) 


G(s) Bols) 


Tras ND) 


(o) 
Figura 7.3 (a) Sistema de controle em malha fechada, (b) conversão para realimen- 
tação unitária e (c) sistema equivalente com realimentação unitária 
Simplificar o sistema convertendo-o para realimentação unitária possibilita a 


aplicação da Equação |2]. 

ime permanente ess podemos aplicar o teorema do valor 
o valor do erro, que é uma função do 
a infinito, De acordo com 


Para calcular o erro em regi 


final (Capítulo 4). O erro em regime permanente é 
Portanto o valor de 7 tende 


é dada por: 


tempo z quando o transitório termin 
o teorema do valor final, essa condiç: 


es = lim eli) = lim sE() HI 
150 550 
Assim, para um sistema em malha aberta, pela Equação [1]. 
Bi 


ess = lim [SIL — GO)0; w| 


s>0 


eee meme e 


Cor T Erroen pet permanent "9 


e para um sistema cm malha fechada, pela Equação [2]: 


1 
pag | 
ml» 1+ cwo] lol 


EXEMPLO 1 


Caleular a amplitude do erro em regime permanente para (4) um sistema em malha fechada 
com uma função de transferência de k/(T s + 1) e (b) um sistema em malha fechada com 
ncia do ramo direto de k (ts + D quando 


realimentação unitária com uma função de tran: 
ambas estão sujeitas a uma entrada degrau unitário de 1/s 


Solução 


ta) Pela Equação [ 


es = lim [fl = GWIB] 


550 


duo (1-585)3] 


=1-& 


(b) Pela Equação | 


1 
n=l Le 
e im | EEE ww] 


vob 


= este l 
Pista ns 


vob 


L+&k 
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CLASSIFICAÇÃO DOS SISTEMAS 


ente para um sistema depende do valor de 


O eno em regime pent 


lim so 


rrei 


lo ramo direto de um sistema em 
ão de siste- 


eo valor de E (63) depende da função de transterênc 
malta fechada com realim ão unitária, Em discus: 
mas. é importante lembrar que em todos os casos O sistema cm malha fechada é 
conciderado tendo realimentação unitária, Os sistemas são classificados com base na 
função de transferência do ramo direto com realimentação unitária, sendo Preqientemen- 
te chamada função de transferência de malha aberta de um sistema em malha fechad 
Para um sistema com uma função de transferência do ramo direto G ts) e de realimentaç 
Hist. a função de transferência de malha aberta Go ($) é dada pela Equação [3]: 


Jes sobre classificaç 


G9) m 


Gols) : g 
VE a Goi- t 


A função de transferência de malha aberta de sistemas pode ser representada 


ent eeral por unn equação da forma: 


m-i m 
i E ire (25 taa. ay + ag) í 
Is] 


N el a ADS DA ANS E sa A 
onde A é uma constante re são inteiros e an e by são diferentes de zero; q é um número 


inteiro, e é o valor chamado zipo ou classe do sistema Se q = 0, o sistema é dito ser tipo 


(sea 


tipo Lose g= 2. é tipo 2. 


O número que identifica o tipo € o número de fatores 1/s na função de 
transferência de malha aberta. Como 1s é integração (ver Capítulo 49.0 número do tipo 
é o nimero de integradores na função de transferência de malha aberta. 


EXEMPLO 2 


Quais são os tipos dos sistemas mostrados na Fi 


Cap.7 Erro em regime per 


Figura 7.4 Exemplo 2. 


Solução 


As funções de transferência de malha aberta podem ser determinadas pela Equa 


enharia de Controle Cap. / 


(a) Este sistema tem uma função de transferência de malha aberta de: 
4 
(s+ 1) 
Como não existe termo independente s no denominador, o tipo é 0. 


berta de: 


stema tem uma função de transferência de malha 


tb) 
10 
B+ Dis + 2) 
Como não existe termo independente s no denominador, o tipo é 0. 
(0) te sistema tem uma função de transferência de malha aberta de: 


5/3 + 2) Ss 
15/64 WMA- MO (2 3545) 


Como não existe termo independente s no denominador, o tipo é 0. 


aberta de: 


ncia de malha 


td) Este sistema tem uma função de transfe: 


67563 + DI] 66 +43) 
1 [6/56 + DIO + BD Ses K 12 


Como não existe termo independente s no denominador, o tipo é O. 


istema tem uma função de transferência de malha aberta de: 


10 
As + 234 1) 


Como existe um termo independente no denominador, o tipo é 


(7) Este sistema tem uma função de transferência de malha aberta de: 


(54 D/02 + 25 + 1) k 
L+ dis + D? + 25 + DAS- 1) 


é 0. 


Como não existe termo independente s no denominador, o tipo é ( 
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ERRO EM REGIME PER! 
ENTRADA DEGRAU 


TANENTE PARA UMA 


O erro em regime permanente es, para um sistema em malha fechada é dado pela Equação 
[6] como: 


ey = lim 
s0 


l 


onde Gols) é a função de transferência de malha aberta, Uma entrada degrau unitário tem 
Bis) = 1/5, Para tal entrada: 


l [i 
ese lim | 
| D+ Gob) | 


= lim 
sou 


| y 
| 1+ Gols) | pH 


a função de transferência de malha aberta é dada pela Equação [8] como: 


PARE lg 1 feia ca RA ca A) 


SAS id aP TE acha ato RL opa V Do) 


e quando « tende a zero, a função de transferência para um sistema tipo O será Aaç/ho, 
isto é, uma constante; e para todos os outros tipos, será intinito, É comum representirmos 
o valor para o qual tende a função de transferência quando s > 0 como uma constante 
Kp; Onde Kp é denominado constante de erro de posição é não tem unidades 


Apos iim aW am 


Em termos da equação anterior para uma [unção de transferência de malha 
aberta: 


Kp= Kaya Tom 


para um sistema tipo 0, e infinito para todos os outros tipos. 
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A consegiiência disto é que o erro em regime permanente para um sistema tipo 
O será 1/[1 + (Kag/bo)) ou: E A 


1 [12] 


eu = —— 
+ Kp 

e para todos os outros tipos, zero. À Figura 7.5 mostra o tipo de resposta para o sistema 
tipo 0. Depois do transitório, qualquer que seja sua forma, existe um erro em regime 


permanente de 1/1 + Kp). 
pn aA 


Regine 
Permanente 


Tempo 


Figura 7.5 Erro em regime permanente para uma entrada degrau. 
Isto representa a situação para uma entrada em degrau unitário. Se a'entrada tem 
uma amplitude A, então o erro em regime permanente para o sistema tipo O será A/(1 + Kp). 


Para um sistema tipo 0, a amplitude do erro em regime permanente para uma 
entrada degrau depende do valor de Kp: quanto maior seu valor, menor o erro. Mas Kp é 
diretamente proporcional a K (Equação [11]). K é o fator pelo qual os sinais que passam 
pelo ramo direto do sistema são multiplicados. Um exemplo pode ser visto na Figura 7.6. 
Assim, aumentando esse fator de amplificação ou ganho, o erro em regime permanente 


pode ser reduzido. 


Figura 7.6 Um sistema tipo 0. 
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EXEMPLO 3 


Quais são os erros em regime permanente quando uma entrada degrau é aplicada aos 
sistemas, dadas as seguintes funções de transferência? 


O 

aU RES 

(e ão E E 

RPE 

po 
Solução 


(a) Este é um sistema tipo 0. Quando s — 0, Go(s) tende a 4. Assim Kp = 4 e 


o erro em regime permanente é 1/(1 + 4) = 0,2 unidade. 


(b) Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, Go(s) tende a 5. Assim Kp = 5 e 
o erro em regime permanente é 1/(1 + 5) = 0,17 unidade. 


(c) Este é um sistema tipo 1 e o erro em regime permanente é 0. 


(d) Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, Go(s) tende a — 3/2. Assim Kp =- 3/2 
e o erro em regime permanente é 1/(1 — 1,5) =- 2,0 unidades. 


(e) Este é um sistema tipo 2 e o erro em regime permanente é 0. 
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ERRO EM REGIME PERMANENTE PARA UMA 
ENTRADA RAMPA 


O erro em regime permanente ess para um sistema em malha fechada é dado pela Equação 
[6] como: 


i Aii 
ess = lim E TT 60) wo] 


s>0 


'erência de malha aberta. Uma entrada rampa unitária tem 


onde Go(s) é a função de trans 
05) = 1/52, Para essa entrada; 


i IY 
samlir 
[13] 


Quando s tende a zero, o termo s no denominador torna-se zero. Então o ea 
que vai determinar a amplitude do erro é o valor sGo(s) quando s — 0, isto é, a Equação 
[13] torna-se; 


= 1 [14] 
es = lim s Go (9) 
550 


ts] 


onde Ky é uma constante conhecida como constante de erro de velocidade, E tem a 
v 
unidade de segundos” !, 


à 16) 
K, = lim s Go (5) l 


s>0 
A função de transferência Go é dada pela Equação [8] como: 


K” + am- 1s"! + am- a8"? +... as + ao) 
n st l t baas"? +... bis + bo) 
SUS" + bri n — 2 


Cup. 7 Ervoemn 


ime permanente 


as + ao) 


bis + bo) 


Para o sistema tipo 0, q = 0, Portanto sK/5º = sk, Assim, quando s tende a zero, 
SGo(s) para o sistema tipo O torna-se zero e Ky será zero. O erro em regime permanente 
será 1/0 ou infinito, Para um sistema tipo 1, q = 1, portanto sK/s9 = K, Quando s tende a 
zero, sGo(s) torna-se Kap/bo, ou seja, este é o valor de Ky. O valor do erro em regime 
permanente será 1/Ky ou IKag/bo). A Figura 7.7 mostra c 
ocorrer para um sistema tipo |. Depois do transitório, q 
existirá um erro em regime permanente de 1/Ky. Para um sistema tipo 2, q 
sKIs = K/s, Quando s tende a zero, 
permanente será zero. 


) tipo de resposta que deve 
alquer que seja sua forma, 


2, portanto 
'Go(s) torna-se infinito e portanto o erro em regime 


Transitório |. Fegimo permanent 


- Tempo 
Figura 7.7 Erro em regime permanente para entrada rampa. 
A situação apresentada acima é para uma entrada rampa unitária. Se a entrada 


o de variação com o tempo de uma constante A, então o 
erro em regime permanente para o sistel tipo | será A/K,. 


EXEMPLO 4 


Quais são os erros em regime permanente quando uma entrada rampa unitária é aplicada 


a sistemas com as seguintes funções de transferência de malha aberta? (Esses sistemas 
foram considerados no Exemplo 3.) 


(a) 


s+1 


ji 


uu 
q 
ik 


ja 
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10 
(K (s + 1) (s + 2) 


AA 


B E 
(d) (s + 2)(s + 6) 
pi amike 
o (52 + 2s + 1) 
Solução 
) P 
(a) Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, sGo(s) tende a 0. Assim Ky = 0 


e o erro em regime permanente é infinito. 


(b) Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, sGo(s) tende a 0. Assim Ky = 0 
e o erro em regime permanente é infinito. 


Este é um sistema tipo 1. Quando s > 0, 5Go(s) tende a 5/5 = Is” leo 


erro em regime permanente é 1 unidade. 


(c) 


Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, sGo(s) tende a O. Assim Ky = 


(d) 
e o erro em regime permanente é infinito. 


Este é um sistema tipo 2. Quando s — 0, sGo(s) tende a infinito. Assim o 
erro em regime permanente é zero. 


(e) 


“ ERRO EM REGIME PERMANENTE PARA UMA 
ENTRADA PARABÓLICA 


O erro em regime permanente ess para um sistema em malha fechada é dado pela Equação 


[6] como: 


i 1 
ex = lim | EEG ow] 


s20 


onde Go(s) é a função de transferência de malha aberta. Uma entrada parabólica unitária 
tem 8;(s) = 1/s 3, Para essa entrada: 


7 


Quando s tende a zero, o termo s no denominador torna-se zero. Então o fator 
que vai determinar a amplitude do erro é o valor sGo(s) quando s — O, isto é, a Equação 
[17] torna-se: P; 


[18] 


e 
* lim s2Gos) 

s0 

1 
sk [19] 


onde Ka é uma constante, conhecida como constante de erro de aceleração. Tem a 
unidade de segundos” 2. 


Ka = lim 2Go(s) 120) 


s50 


A função de transferência de malha aberta Go é dada pela Equação [8] como: 


SUS! + basis! + Bn E 
Assim o valor de S2Go(s) é: 


PK” + am 1s"! t ama 28" +... ajs + ao) 
SUS” + bpas) + hpa? a bis + bo) 


Para o sistema tipo 0, q = 0, portanto s2K/s4 = s2K. Assim, quando s tende a 
zero, s2Go(s) para o sistema tipo O torna-se zero, e então Kg será zero. O erro em regime 
permanente será 1/0 ou infinito. Para um sistema tipo 1. q = 1. portanto s2K/5% = sk. 
Quando s tende a zero, s 2Go(s) torna-se zero, e então Ka será zero. O erro em regime 
permanente será 1/0 ou infinito. Para um sistema tipo 2, q = 2, portanto s2K/59 = K. 
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torna-se (Kao/bo), ou seja, este é o valor de Ka. O erro 
a 0u 1/(Kao/bo). A Figura 7.8 mostra o tipo de řesposta 
o transitório, qualquer que seja sua forma, 
Para sistemas de tipos maiores, quando s 
m regime permanente será zero. 


Quando s tende a zero, 52Go(s) 

em regime permanente será 1/Ka l 
que deve ocorrer para um sistema tipo 2. Depois di 
existirá um erro em regime permanente de 1/Ka. 
tende a zero, s2Go(s) torna-se infinito, e portanto o erro é 


Transitório Regime permanente 


Entrada, 
Bo 


o Tempo 


Figura7.8 Erro em regime permanente para uma entrada parabólica. 
acima é para uma entrada parabólica unitária. Se a 


A situação apresentada À 
onde A é uma constante, então o erro em regime 


entrada é parabólica da forma A/s 3, 
permanente para o sistema tipo 2 será A/Ka. 


EXEMPLO 5 


Quais são os erros em regime permanente quandi 
aplicada a sistemas com as seguintes funções de tri 
sistemas foram considerados nos Exemplos 3e4.) 


jo uma entrada parabólica unitária é 
ansferência de malha aberta? (Esses 


w eia 


AO 


t+ Ds + 2) 


(o) 


s(s2 — 35 + 5) 


(s+2)(3+6) 


(d) 


Cap 7 Erro em regime permanente al 


ne E 


(2 42541) 


Solução 


(a) Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, s2Gu(s) tende a O. Assim Ku = 0 
e o erro em regime permanente é infinito. 


(b) Este é um sistema tipo 0. Quando s > 0, s2Go(s) tende a 0. Assim Ka = 0 
e o erro em regime permanente é infinito. 


(c) Este é um sistema tipo 1. Quando s > 0, s2Go(s) tende a 0. Assim K, = 0 
e o erro em regime permanente é infinito. 


(d) Este é um sistema tipo 0. Quando s — 0, s2Go(s) tende a O. Assim Ka = 0 
e o erro em regime permanente é infinito. 


(e) Este é um sistema tipo 2. Quando s > 0, s2Go(s) tende a 1052. Assim 
Ka = 10 s! e o erro em regime permanente é 1/10 unidades. 


ERRO EM REGIME PERMANENTE PARA 
ENTRADAS DIFERENTES 
| 


A Tabela 7.1 e a Figura 7.9 resumem o que vimos até aqui com respeito a erros em regime 
permanente que podem ocorrer para diferentes entradas em vários tipos de sistemas. Para 
sistemas lineares (ver Capítulo 2 para uma discussão sobre linearidade), se uma entrada 
84 produz uma saída 051 e uma entrada 02 produz uma saída 052, então uma entrada (0 
+ 62) produz uma saída (991 + 002). Isto é conhecido como o princípio da superposição 
Quando temos uma entrada para um sistema linear de, digamos, (1/5) + (1/s 2), então o 
erro em regime permanente é a soma dos erros devidos a cada segmento da entrada 
quando considerada sozinha, isto é, o erro devido a (1/s) mais o erro devido a (1/s sy 
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Entrada Tipo 0 Tipo 1 Tipo2 Tipo 3 Solução 
a A e Opa Para um erro em regime permanente zero com um sinal de entrada rampa, a Tabela 7.1 
m indica que o sistema deve ser 2 ou maior. 
+K na 

0 Tempo 0 Tempo 0 Tempo 0 Tempo 0 Tempo 

(a) EXEMPLO 7 

Erro infinito a ; ò a P 
Oo em regime A] Oo i [A 7 pu Paon Ee um robô tem uma função de transferência de malha aberta para sua posição 
permanente w gular de: 
7 

Op TTPO o Tempo O Tempo 0 Tempo A 

ib) ' o ss + S)(s + 2) 

7 E 3 Qual é o erro em regime permanente quando a entrada é como indicada na 
o Erro infinito em % AR) Figura 7.10? 
regime permanente K 
IKa- j 

0 Tempo 0 Tempo 0 Tempo 

(0) PDA Fes perene aca EEE 

Figura7.9 Erros em regime permanente: (a) entrada degrau, (b) entrada rampa é (o) 
entrada parabólica. 
Entrada 


angular 


Tabela 7.1 Erros em regime permanente. 


Erros em regime permanente para entradas unitárias 


Tipo do sistema Degrau t/s Rampa 1$º Parábola 1/5? 1/s* a 10 Tempo (s) 

s ia EO = E E | Figura 7.10 Exemplo 7. 

1 0 VK oo o 

2 o o 4/Ka o Solução 

3 0 0 0 1/K4 

4 ERES 0 0 0 4 0 Este é um sistema tipo 1, e a entrada é um sinal rampa de 10 graus/s. Quando s, tende a 
zero, sGo(s) tende a 100/10 = 10s7 1, Assim Ky = 1087 1 e o erro em regime permanente 


é, para entrada rampa unitária, 1/Ky (e para rampa de amplitude A é A/Ky, isto é, 10/10 = 
1 grau). Assim a saída é sempre atrasada da entrada por | grau. | 


EXEMPLO 6 


ma unidade de um computador. Deve 


Um sistema controle de motor é requerido para ui 
do sujeito a um sinal em rampa. Qual 


operar com erro zero em regime permanente quan: 
deve ser o tipo desse sistema? 
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EXEMPLO 8 


Determinar o erro em regime permanente que ocorre em um sistema linear que tem a 
função de transferência de malha aberta de: 


Solução 


O sistema é tipo 2. Como o sistema é linear, o princípio da superposição pode ser aplicado, 
e então o erro em regime permanente total será a soma dos erros devidos a cada segmento 
do sinal de entrada. Para a entrada 1/s, uma entrada em degrau unitário, o erro será zero. 
Para a entrada de 2/52 não existirá erro, sendo esta a entrada rampa. Para a entrada de 
2/s? não existirá erro, sendo esta a entrada parabólica. O valor de s2Go(s) quando s se 


aproxima de zero, isto é, Ka, é 2/4 = | 571, Assim o erro é 2; = 4 unidades, 


ERRO EM REGIME PERMANENTE DEVIDO 
AO DISTURBIO 


Considere o sistema mostrado na ura 7.11 sujeito a uma entrada de referên 
entrada de distúrbio. Ambas as entradas podem dar origem a erros em regime permanente. 
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Bo(s) 


Bs), wE 
-Gi(s) Ga(s) O(s) j=] 
(b) 


Figura 7.11 (a) Sistema com realimentação unitária sujeito a distúrbio, (b) quandi 
, lo Oy(5) = 
e (c) quando 8;(s) = 0. i vida 


Seguindo o procedimento descrito no Capítulo 6, a função de transferência de 
malha aberta é determinada primeiro para B(s) = O e (5) diferente de zero e o erro em 
regime permanente está determinado e depois para 8;(s) = 0 e 04(s) diferente de zero. Os 
erros em regime permanente, quando ambas as entradas não são zero, são então a soma 
dos erros determinados separadamente. Assim, para 04(5) = O temos: 


O erro é a diferença entre a entrada de referência e a saída do sistema: 
E(s) = Bi(s) — Bo(s) 
Se Gols) = Bu(s)/0i(5): 


A GOGA | 
Eds) = o TF GIOGO Gs) 


E(s) = Bi(s) dhk r y 


1 
1 + Gi(s)G2(s) 
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Portanto o erro em regime permanente é: 


i Akk ierre” 
Em =" “T+ GUNGAS) ww] te 


Quando 0:(s) = 0, o sistema tem uma função de transferência do ramo direto de 
ação de Gy(s). O sistema pode ser convertido em um sistema com 
ura 7.11, e então à função de 


G(s) e de realimei 
realimentação uni 
transferência é: 


pelo método mostrado na Fi 


Ga) 
- GANG 


Gols = 7 


Se ait) = 0, 0 erro é: 


E(s) = ils) = Bos) = — Bo(s) 


CAD o 
“+ GA9)LGis) + 1] 


E(s) = Oal) 


Portanto o erro em regime permanente é: 


7 Gas) 
es = lim isa E ii [22] 


850 


O erro total quando existe uma entrada de referência e uma entrada de distúrbio 
é então a soma dos erros dados pelas Equações [21] e [22]. 


EXEMPLO 9 


O sistema de controle de nível de líquido (Exemplo 9, Capítulo 6, e Figuras 6.23 e 6.24) 
é como mostra a Figura 7.12. Qual é o erro em regime permanente quando o sistema é 
sujeito a uma entrada de distúrbio em degrau de amplitude A? 


Qals) 


Figura 7.12 Exemplo 9. i 


His) 
+ 


Solução 


A Figura 7.13(a) mostra o sistema quando a entrada de referência é zero e a entrada de 
distúrbio é diferente de zero. A Figura 7.13(b) mostra como a Figura 7.13(a) pode ser 
rearranjada para obter um sistema com realimentação unitária. Para tal sistema a função 


de transferência de malha aberta é: 


RA% 41) 


GA) = Í $ [R/s + Dikh + 1) 


Portanto a saída H(s) está relacionada com a entrada Qa(s) por: 


E R/(ts + 1) 


71) Cats) 


HO) = TETRA + Dido + 1) 


Qals) 
+ 


(b) 


Figura 7.13 Exemplo 9. 


Se Hi(s) = 0, o erro é: 
E(s) = His) = Hs) = - H48) 


R/(īs + 1) 


Uire eer AA 


E(s) = 


| 
ji 
Ji 
aid Cap.7 Ervemre 209 ) 
2 4 z AE: = P E A i 
A iá ada : 3. Calcule o erro em regime permanente para o sistema mostrado na Figura 7.14 quando h 
a e! ermanente, quando existe uma entrada degrau A/s, é: alcı gime permanente p; B T | 
Portanto o erro em regime p a sujeito a uma entrada degrau unitário se K tem valor (a) | e (b) 10. Comente o que acontece ú 
l R/(ts + 1) A | com o aumento de K. ; 
ai a O) 
2 2 I 
gA i 
7 [ RA d : 
=lin)>— LR 
s + Rkik2 + R d 
saoL 8 + 1 io Figura 7.14 Problema 3. a 
o 
E Rides i 
= T+ Rkk + R 4. O sistema de direção de um carro tem uma função de transferência de: “a 
K h 
Gols) = S D 
O = 4 a(s F b) » 
E A R Vi i 
PROBLEMAS Quais os erros em regime permanente quando a direção está sujeita a (a) uma entrada degrau , 
de amplitude A e (b) uma entrada rampa variando na razão de A? | 
5 sistemas com as seguintes funções de transferência? 7 i 
1. Qual o tipo dos sistemas com as seguintes funções de transfe: 5. Quais os erros em regime permanente para os sistemas dadas as funções de transferência nu 
E de malha aberta listadas no Problema | se são sujeitos a (i) uma entrada degrau unitário, j 
O (ii) uma entrada rampa unitária e (iii) uma entrada parabólica unitária? t 
AEAN 6. Determine o erro em regime permanente que ocorre em um sistema lincar com uma função 
(sata de transferência de malha aberta de; 
sta iDs + | [ 
É Rito. L 
6 s(s + 5) q 
O sed pe 
quando sujeito a uma entrada de: ! ý 
Gm aa y 
2 +as 24 pë 
5 f i 
(e) 7. Quais são os tipos dos sistemas mostrados na Figura 7.15 quando sujeitos (a) a entrada de 
referência e (b) a distúrbio? i 
2. Quais são os tipos dos seguintes sistemas em malha fechada? i Fens) 
(a) Função de transferência do ramo direto de 1/(2s + 1), realimentação unitária. 
f 


a(s), 


(b) Função de transferência do ramo direto de 1/(s + 1), função de transferência da 


realimentação de 5. 
(O Função de transferência do ramo direto de 1/(5? + 2s + 1), função de transferência da 
realimentação de 1/5. 
(d) Função de transferência do ramo direto de 2(s + 1)/G5? + 55), função de transferência 
da realimentação de 1/(s + 1). 


Figura 7.15 Problema 7. 
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qe 


PÓLOS, ZEROS E ESTABILIDADE 


INTRODUÇÃO 


Uma característica importante para um sistema de controle é que ele seja estável. Isto 
significa que, se uma entrada finita é aplicada ao sistema de controle, então a saída deverá 
ser finita e não infinita, isto é, aumentar sem limite (ver Capítulo | para uma introdução 
a este conceito). Este capítulo mostra as condições necessárias para que os sistemas sejam 
emas lineares, as características de estabilidade podem ser definidas 
a função de transferência de malha fechada. Pólos são as 
a, e zeros são as raízes 


estáveis. Par: 
em termos de pólos e zeros d 
raízes do denominador da função de transferência de malha fechad 


do numerador. 


DEFININDO ESTABILIDADE 


Um sistema pode ser dito estável se para entradas Jimitadas, isto é, finitas, geram saídas 
limitadas. Assim, por exemplo, um sistema pode ser definido como estável se quando 
sujeito a uma entrada impulso a saída tende a zero à medida que o tempo tende a infinito. 
Se, seguindo a entrada impulso, a saída do sistema tende a infinito quando o tempo tende 
a infinito, então o sistema é instável. Se, entretanto, a saída não vai para zero nem tende 
a infinito, mas tende a um valor finito diferente de zero, então o sistema é dito ser 


criticamente estável. O Capítulo | dá um exemplo de um sistema envolvendo uma bola 
micircular. Se a bola está dentro dessa 


em repouso em uma superfície de forma sei 


superfície, então o sistema é estável se depois de um impulso a bola tende a parar, na 
proporção em que o tempo tende a infinito, na mesma posição, isto é, no centro da 
superfície da qual partiu. Se a bola está na superfície convexa, o impulso fará a bola rolar 
e não mais retornar à posição original quando o tempo tende a infinito. Tal sistema é dito 
ser instável. Se a bola está em repouso em uma superfície reta, então o impulso resulta 
em um movimento da bola ao longo da superfície e, conforme o tempo tende a infinito, 
a bola tende a parar em uma posição estável a alguma distância do ponto de partida. Tal 
sistema é dito ser criticamente estável. 


EXEMPLO 1 


Quais dos seguintes sistemas são estáveis? 


(a) Uma função degrau para um sistema produz uma saída que pode ser 
descrita pela equação 0, = 21. 


(b) Uma função degrau para um sistema produz uma saída que pode ser 
descrita pela equação 0, = 5. 


(c) Uma função impulso para um sistema produz uma saída que pode ser 
descrita pela equação 8o = e”! 


(d) Uma função impulso para um sistema produz uma saída que pode ser 
descrita pela equação 0 = e”. 


ef: 


Solução 


(a) A Figura 8.1(a) mostra a forma da saída. Como continua sempre aumen- 
ma é instável. 


tando e não é limitada, o si 


(b) A Figura 8.1(b) mostra a forma da saída. Já que é limitada, isto é, finita, 
o sistema é estável. 

(c) A Figura 8.1(c) mostra a forma da saída. Já que amortece com o tempo, 
isto é, tende a zero à medida que o tempo tende a infinito, o sistema é 
estável. 


(d) A Figura 8.1(d) mostra a forma da saída. Já que aumenta à medida que o 
tempo tende a infinito, o sistema é instável. 
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Figura 8.1 Exemplo 1 


PÓLOS E ZEROS 


A função de transferência em malha fechada G(s) de um sistema pode, em geral, ser 


representada por: 


ms + a) w 


KO” tanh l rap ca RA ia 
bis + bo) 


G(s) = — 
E Cr by ms Va na 


e, se as raízes do denominador e do numerador são conheci 


Ke + 21) (6 +29) 
+ posa 


G(s) = 12] 


m € são chamadas zeros, e as raízes do 


onde as raízes do numerador são — z1, — 22 
denominador são — py, — p2, «. — Pn € são chamadas pólos. K é uma constante ou ganho 
do sistema. 

Os zeros são os valores de s para os quais a função de transferência é zero. Os 
pólos são os valores de s para os quais a função de transferência é infinita, isto é, eles 
fazem o denominador tornar-se zero. Assim, se o numerador é (s — 2), então a função de 
transferência é zero se (s — 2) = 0, isto é, s = 2. Portanto o zero é 2. Se o denominador é 
(s + 5), então a função de transferência é infinita se (s + 5) = 0, isto é, s =— 5. Portanto 


o pólo é- 5. 


Cap 5 Pólos, zeros e estabilidad 


Pólos e zeros podem ser quantidades complexas ou reais. Assim, por exemplo, 
se o denominador é (s ? — 6s + 8) ou (s — 4)(s — 2), os pólos são + 4 e + 2. Entretanto, se 
o denominador é (s ? + 1) ou (s = j1)(s + j1), então os pólos são + jl e — jl. Em geral 
pólos e zeros podem ser escritos como: 


s=0+jo BI 


onde © é a parte real e jw é a parte imaginária. 

Como indicado pela Equação [2], se conhecidos os valores dos pólos e zeros 
de um sistema e o valor do ganho K, a função de transferência do sistema está comple- 
tamente especificada. 


EXEMPLO 2 


tis são os pólos e zeros dos sistemas dadas as seguintes funções de transferência de 


Qua 
malha fechada? 


sia 


w ERETT 
ASD a 

W (s + Is + 2)(s — 3) 

[j 
PEN E0 

O qr+ D+ IEA 
sed 

(o S+15+3 
ga a 

o 

Solução 


(a) O denominador pode ser escrito como (s — 2)(s — 2), e então os pólos são 
+2e + 2. O numerador é (s — 1) e o zero é +1. 


(b) O denominador pode ser escrito como (s + 1)(s + 2)(s — 3), e então os pólos 
são — 1, -2 e + 3. O numerador é 2(s + 1) e o zero é — 1. 
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(c) O denominador pode ser escrito como (s-0Xs+ 2)(s + 3Xs—4), e então os pólos 
são 0, —2,—3 e + 4. O numerador é (s + 3Xs — 1) e os zerossão-3e+1. 


+ 1s + 3). As raízes podem ser obtidas utilizando-se 


(d) O denominador é (s? 
de uma equação do segundo 


a equação a seguir para determinar as raízes m 
grau ax? + bx + c = 0, isto é: 


b + VO? — 4ao) 


2a 


m= 


Portanto, as raízes de s? + 1s + 3 = 0 são: 


2 
+ -0,5 t 05 VEDA - D 


=-0,5 £j17 
Portanto, os pólos são (- 0,5 — 1,7) e (= 0,5 + 1,7). O numerador é (s + 
4), e então o zero é — 4. 


(e) O deor dor é (s? + s + 1). Usando a expressão dada anteriormente 
para determinar as raízes: 


NEN 
= -0.5 + 05 VC DVA -= 1) 


= -0,5 + j0.87 


Portanto, os pólos {= 0,5 + 0.87) e (- 0,5 — j0,87). O numerador é 1, 
uma constante, e assim não existem zeros. 


7XEMPLO 3 
Quais são as funções de transferência dos sistemas tendo os seguintes pólos e zeros? 
(a) Pólos = 1, = 2; nenhum zero. 

(b) Pólos + 1,- 2; zero 0. 


(© Pólos (24 jDyrero tl 


(d) Pólos (14 zero- 1. 
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Solução 
(a) O denominador será (s + 1)(s + 2) e o numerador 1 (na ausência de 


qualquer informação sobre o ganho K). Portanto: 


is al — 
6+ Dis +) 


G(s) = 


(b) O denominador será (s — 1)(s + 2) e o numerador (s — 0). Portanto: 


d 


SETA 


(c) O denominador será: 
Is- 2 +5D]ls = (-2 -jD 
=[2-(C2+jDs=-(-2- js + (2+ DEZ -jD 
=[82 + 4s + 5) 


O numerador é (s — 1), e então: 


(d) O denominador será: 
ts- 0 + jds — (1-2) 
= (8 - (1 + j2s - (1 - jds + (1 + j2) - j2) 
=- 2s +5] 
O numerador é (s + 1), e então: 


a 
-2+5 


G(s) = 


DIAGRAMA DE PÓLOS E ZEROS 


Os pólos e zeros de uma função de transferência podem ser representados em um 
para plotar tal diagrama. 


diagrama de pólos 
“A posição de um 


O eixo x é a parte re 


ria de Controle Cap. 8 


pólo é marcada com um ‘x’ e a posição de um zero é marcada com um pequeno círculo 
“o, Assim, na figura um pólo é marcado com uma parte real — l e uma parte imaginária 
| + 1 isto é, o pólo é (= 1 + j1). O zero é marcado como sendo + 1, não existindo parte 


imaginária. 


Hof 


o} 


Figura 8.2 Diagrama de pólos e zeros. 


O gráfico bidimensional é conhecido como plano s. Pólos ou zeros no semiplano 
esquerdo do gráfico são todos negativos; pólos ou zeros no semiplano direito são 
vos. Pólos ou zeros são ou reais ou ocorrem em pares complexos conjugados como 


EXEMPLO 4 


Esboçar os diagramas de pólos e zeros para os sistemas tendo os seguintes pólos e zeros: 


(a) Pólos- 2, + 3; zero + 1. 


(b) Pólos 0,- 1,- 2; zero = 3. 
(c) Pólos (- 1 Ł j2); zero — l. 


(d) Pólos (- 2 £ j1), 0; zero (- 3 Ł j2). 


Solução 


Ver Figura 8.3. 
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H jo 
a+ ar 
2 2 
iF 1 
re 
351 [912 do 5% Ho 
1 
1 
2 2 
ak ab 
(a) (b) 
jo j 
EI a 


Figura 8.3 Exemplo 4. 


ESTABILIDADE E PÓLOS 


A estabilidade de um sistema pode ser determinada considerando-se a variação da saí: 
com o tempo quando é sujeito a uma entrada impulso. Para um sistema estável, a saída 
diminui com o tempo; para um sistema instável, a saída aumenta com o tempo, 


Considere um sistema sem zeros e função 
3 com um pólo em — 2. A função de transfe- 
rência G(s) será: i 


Portanto, a saída 99(s) está relacionada com a entrada 8;(s) por: 


049) = 55 86) 
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Se o sistema é sujeito a uma entrada impulso, 0(s) = 1 e então: 


1 
MD) =743 
Esta é uma transformada de Laplace da forma 1/(s + a) e tem como inversa: 
D= 


O valor de e” * diminui com o tempo, tornando-se zero em um tempo infinito. 


Assim, o sistema é estável. 
Agora considere um sistema sem zeros e com um pólo em + 2. A função de 


transferência G(s) será: 


Para um impulso unitário O(s) = 1 e então: 


Bos) = 


Esta é uma transformada de Laplace da forma 1/(s + a) e tem como inversa: 


be” 


Conforme r aumenta, o valor de e?! aumenta, portanto o sistema é instável. 


Considere um outro exemplo, desta vez com os pólos (- 2 Ł j1) e nenhui 


A função de transferência é: 


GO =i e+ jiis- C2- 


m zero. 


e então: 

Assim, quando existe um impulso unitário O;(s) = 1: 

OS) = seres A É 

4 Is-62 +jDlls - (62-5 

Esta é uma transformada de Laplace da forma 1/[Xs + a)(s + b)] e a inversa é da 
forma: 

E emat L ehh 

Tar 


coma=-(-2 +jl)e b=- (- 2- j1). Então: 


N T 

% =p UH ão 
E = 
«(ts 

O termo entre parênteses é: 


o= 67? sent 


te com o tempo de 


Esta é uma onda senoidal que tem uma amplitude de: 
acordo com e” 2, Assim, a saída diminui com o tempo e o sistema é estável. 


a saída tem a forma 
sé 


Em geral. quando um impulso é aplicado a um sistema, 
resultante da soma de termos exponenci Se apenas um dos termos exponene 
crescente, isto é, a exponencial de uma função positiva de £ tal como e, então a saíd 
aumenta continuamente com o tempo e o sistema é instável. Essa situação acontece se 
qualquer um dos pólos tem uma parte real positiva e o denominador da função de 
transferência inclui um termo (s — a). Quando e: rem pólos envolvendo tj, a saída 
será sempre oscilatória. Tal oscilação será estável se a parte real do par de pólos for 


negativa; caso contrário, será instável. 


ee 
| 
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Se todos os pólos estão no semiplano esquerdo do diagrama de pólos e zeros, jo x w pe 
o sistema é estável. Se apenas um pólo está no semiplano direito, o sistema é instável. i Estável. bj estável 
Um sistema é criticamente estável se um ou mais pólos estão no eixo vertical do diagrama Rest a 
de pólos e zeros, isto é, tem valor real igual a zero, e nenhum pólo no semiplano direito. E r ps Pi 1 
exemplos anteriores, e a Figura 8.5, à 
E (o) 


A Figura 8.4 mostra as posições dos pólos para os 
forma geral que as suídas tomam para diferentes posições de pólos. Somente os pólos da 


a a Gras i a (a) 

função de transferência são importantes quando se está considerando o problema de jo 4 k j 

si ade; os valores dos zeros são irrelevantes. i do a o Estável 
HERE. a o Pa 5) 

n r i n ra T i 
i ão ) 
É in 4 a 
z! [C] | 


jo 


u 
) 
a A Pa 
to) Ni, 
Figura 8.5 Saídas para diferentes posições de pólos para entrada impulso. ) 1 
) 
Pç R Ro K 
Uma alternativa para a análise de estabilidade acima é considerar a estabilidade ) ) 
a termos de como a saída varia com o tempo quando o sistema é sujeito a uma entrada x 
peau Baia é uma entrada limitada, e para um sistema estável a saída deve ser limitada. As m 
mesmas condições para estabilidade em relação a resultados das posições dos pólos. A Figura j jj 
K 


8.6 mostra a forma geral que a saída toma para diferentes posições dos pólos. 


jw 
do) Estável jo R Criticamenta 
É) estável 


p 
s 
p 
(a) (b) 
Figura 8.6 Saídas para diferentes posições de pólos a uma entrada degrau. | 
) 


Figura 8.4 Diagramas de pólos e zeros e região de estabilidade. (a) Pólo — 2, nenhum 
zero: estável. (b) Pólo + 2, nenhum zero: instável. (c) Pólos (- 2 + j1), 


nenhum zero: estável. 
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devem ter parte real zero e nenhuma pode ser positiva. Assim, (c) é criticamente estável. 


i 
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| 
ili 
| 
Para instabilidade, um ou mais pólos devem ter parte real positiva. Assim, (b) e (e) são 


to ù i ; s 
à Instável N instáveis. 
q 9 1 5 y l 
r j CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE 
o ROUTH-HURWITZ 


Ji (e) 
A determinação da estabilidade de um sistema dada sua função de transferência envolve 
a determinação das raízes do denominador da função e a consideração de que qualquer 


Wi jo 
1 
{h ai uma delas seja positiva. Entretanto, as raízes não são muito facilmente obtidas se o 
|! denominador tem a forma: 
|| omes 
5 
f4 aps" tap1s" Uh ans! A uvas + do [4] 


(e) e n é maior que 3 ou 4. O critério de Routh-Hurwitz, entretanto, apresenta um método 
que pode ser usado em tais situações. 


| , q O primeiro teste feito consiste em inspecionar os coeficientes, isto é, os valores 
uih Figura 8.6 — Saldas para diferentes posições da pólos a uma entrada degrau (continuação) dos eos na expressão acima, Se eles Ed todos positivos e se nenhum é zero, 
] então o sistema pode ser estável. Se qualquer coeficiente é negativo, então o sistema é 
| z instável. Se qualquer coeficiente é zero, o sistema pois ser no máximo criticamente 
EXEMPLO 5 estável. Assim, por exemplo, o denominador (s 3 4252 + 3s + 1) pode ser estável, já que 
as são estáveis, criticamente estáveis e instáveis? todos os coeficientes estão presentes e todos são positivos. Enreianto (s? -2s?+3s+1) 

E à é instável, porque existe um coeficiente negativo. Na equação (s? + 2s? + 3s) falta um termo, 

portanto o sistema pode ser no máximo criticamente estável. 


ii 
|| Quais dos seguintes sistem 
| 


o... = 


elementos nas duas linhas imediatamente acima. Linhas sucessivas são calculadas até 


Os valores dos zeros s Para estabilidade, todos os pólos devem ter partes 
reais negativas. Assim, (a) e (d ) são estáveis. Para estabilidade crítica, um ou mais pólos que apenas zeros apareçam. O arranjo deve então conter (n + 1) linhas, uma linha 
1 córrespondente a cada um dos termos s" a 5º. 


(a) o 4; zero + 1. 
i | 
(b) Pólo + 1; nenhum zero. Para sistemas que têm denominadores que podem ser estáveis, um segundo teste | 
i deve ser realizado. Os coeficientes da Equação [4] são escritos em uma ordem particular | 
t (c) Pólos 0,- l, -= 2: zero + 1. chamada arranjo de Routh: | 
| (d) Pólos (= 2 £ j3); nenhum zero. i 
| A , 4 m = 
hi (e) Pólos (1 j2): zero = 2. s : an Ant E= | 
4 s- an-1 an-3 an-5 
| Solução i À pre à g t 
As linhas seguintes no arranjo são determinadas por cálculos feitos a partir dos | 
! 


ão irrelevani 
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a ET 
s an an-2 an-4 
st! | an-1 an-3 an-5 
are oiro O di ba 
a | att a ca 
o o o 
o o o 
o o o 
ER x1 x2 x3 o o o 
1 
s y y2 
o c 1 
s zı i 
Elementos na terceira linha são obtidos pelos elementos das duas linhas ante- F 4 
riores por: ! 
a o o 
n 
by= an? TT ENET 151 
Un -1 
a, 
E aa mos 161 
ün- 
Elementos na quarta linha são obtidos pelos elementos das duas linhas anterio- j 
res por: 
Figura 8.7 Determinação de elementos no arranjo de Routh. 
1 
tj ap == ~ ba 17 
EXEMPLO 6 
dn 
C2=Un.s Bojo [8] E ' 
1 São dados os denominadores de funções de transferência de alguns sistemas. Por 
k É rd i inspeção, quais poderiam ser estáveis, instáveis e criticamente estáveis? 
Uma forma de lembrar essas regras para determinação dos elementos é ilustrada 
(a) 5! +35! +25+3, 


na Figura 8.7. 

Quando o arranjo estiver completo, deve ser examinado, Se todos os elementos 
na primeira coluna do arranjo são positivos, todas as raízes têm parte real negativa e estão 
k eo p r (e) s5- 4s + 3s? + 2s? + 5s +2. 


localizadas no semiplano esquerdo do diagrama de pólos e zeros. O sistema é então 
estável se todos os elementos da primeira coluna são positivos. Se existem elementos (d) s5+ st +55 +25? + 3s +2. ` 


negativos na primeira coluna, o número de trocas de sinal na primeira coluna é igual ao 
número de raízes com parte real positiva. (e) S+2534+382+4545. 


(b) 4282439 +1. 
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Solução 
coeficientes são positivos e nenhum é zero. 


(b) e (d) podem ser estáveis, já que todos os 
tivo. (a) e (e) são no máximo criticamente 


vel, já que existe um termo nega! 


estáveis. 


EXEMPLO 7 


Usar o critério de Routh- Hurwitz para determinar se o sistema que tem a seguinte função 
de transferência é estável: 


ER a | 


GO) == 270% 
EEEE ras + 
Solução 


42534 3s? + 4s + 1) e, por inspeção, nota-se que todos os 
alta nenhum deles. Então o sistema pode ser estável. 
e estável, utilizamos o critério de Routh-Hurwitz. As 


O denominador é (5! 
coeficientes são positivos e não f 
Para saber se o sistema é realment 
duas primeiras linhas do arranjo são: 


1 8 1 


Os elementos na terceira linha do arranjo são calculados por meio das Equações 


[5] e [6]: 
Jes 


ni{ta 


Assim o arranjo fica: 


O elemento da quinta linha pode ser calculado por: 


di =h- 


2 
Jo =a 


arranjo torna-se: 


1 3 1 
2 4 

1 1 f 
2 $ 


pi 
a 


e2 
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aii 


O arranjo então torna-se: 


A primeira coluna tem todos os elementos positivos, e assim o sistema é estável. 


EXEMPLO 8 


Usar o critério de Routh-Hurwitz para determinar se o sistema com a seguinte função de 
transferência é estável: 


25 +1 


| Ge) = q— E5S—— 
teses ra+l 


Solução 


O denominador é (s! +s? + s?+4s + 1) e, por inspeção, notamos que todos os coeficientes 
são positivos e que nenhum deles está ausente. Então o sistema pode ser estável, Para 
saber se o sistema é realmente estável, utilizamos o critério de Routh-Hurwitz. As duas 
primeiras linhas do arranjo são: 


Os elementos na terceira linha do arranjo são calculados por meio das Equações 
[5] e [6]: i 
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Assim, o arranjo torna-se: 


Eu 1 1 1 
$ 1 4 

Ep =80 1H 

s! 13/3 


O elemento da quinta linha pode ser calculado por meio de: 


d= 


n 
7 
1 
eis 
ca 
8 


amei 


5? 1 1 1 
8º 1 4 

$ -3 1 

a! 13/3 

L 1 


una tem um elemento negativo e então o sistema é instável. 


A primeira col 
nos para mais, então o sistema 


Existem duas trocas de sinal, mais para menos e depois me: 
tem dois pólos com partes reais positivas. 


EXEMPLO 9 
O denominador da função de transferência de um sistema é: 


449 + 85+K 


Qual a faixa de variação de ganho K para o sistema ser estável? 


Solução 


As duas primeiras linhas do arranjo de Routh são: 


feia Os elementos na terceira linha do arranjo são calculados por meio das Equações 
e [6]: 


hona hzi 


b =8- Je 


1 
b =0- ipo 


Portanto, o arranjo fica: 


3 1 8 
e 4 K 
1 1 

s 8-35 0 
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Portanto ,o arranjo torna-se: 


s? 1 8 
a” 4 

1 1 
s B- 4K 0 
o K 


Para O 
positivos. Isto significa: 


8-48)>0 


e: 
K>0 
Isto significa 8 > A Kfe então 32 > K. Portanto K deve estar entre 0e32. 
EXEMPLO 10 


Para o sistema mostrado na Figura 8.8, qual a faixa de K que resulta em estabilidade? 


als), T 107] ol) 
z EES Hæsta 
o o 


Figura 8.8 Exemplo 10. 


Solução 
A função de transferência global é dada por: 


PACU 
T + GOHG) 


ema ser estável, todos os elementos na primeira coluna devem ser 
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e, então, se a função de transferência do ramo direto é 10/[s(s + 1)(s + 4)]: 


10/s(s + Die + 4] 10 


T+ TOK/ists + DX + A] O s3 + Ss + 4s + 10K 


Portanto, o arranjo de Routh para o denominador é: 


FE 4 
|s 10K 
s! | 4-2K 

L | 10K 


Para que a primeira coluna tenha somente valores positivos, devemos ter: 


4-2K>0 


10K > 0 


Isto significa que K deve estar entre O e 2. 


ESTABILIDADE RELATIVA 


A construção do arranjo de Routh e a aplicação do critério possibilitam saber se um 
sistema tem todas as raízes no semiplano esquerdo do plano s e portanto é estável, 
Entretanto, é frequentemente necessário s: quão próximo um sistema estável está de 
se tornar instável, isto é, de sua estabilidade relativa. Para obter essa informação é 
necessário saber qual a proximidade das raízes do eixo zero. Isto pode ser feito deslo- 
cando-se o eixo para a esquerda de algum valor (Figura 8.9) e descobrindo se o 
tável medido em relação ao novo eixo. 


deslocamento resulta em um sistema i 


A 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
A 
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Deslocamento 
do eixo 


'| 


Figura 8.9 Deslocamento do eixo. 


ca que no denominador da função de 


signifi 
bstituídos por (r — 0), onde a equação em 7 


O deslocamento do eixo para — O 
transferência todos os valores de s estão sul 


está agora sendo testada para estabilidade. 


EXEMPLO 11 


ue tem uma função de transferência com o denominador abaixo tem alguma 


O sistema q! 
raiz mais próxima do eixo zero do que — 1? 


aaa 844 


Solução 


Podemos testar se o sistema é estável construindo o arranjo de Routh: 


Ss |i 8 
2 |4 4 
st |7 
P |a 


O sistema é estável. Deslocando o eixo par: 


(= rar + Ro =D+4 


(13312431 = 1) 4402-204 48-44 


a — 1, devemos substituir s por (r— 1): 


Depois das simplificações: 
r34r2+43r-1 
O arranjo de Routh para essa equação é: 


ia EE 3 
ne 1 -1 
To 4 
çê -i1 


O sistema é instáve!. Se existe apenas uma troca de sinal, existe apenas uma 
raiz à direita da linha — 1. 


PROBLEMAS 


1. Assaídas de vários sistemas quando sujeitos a uma entrada degrau são (a) Bo = 3, (b) Do 
= 3t e (c) Bo = 2 + 3r. Quais dos sistemas são estáveis? 


2. As saídas de vários sistemas quando sujeitos a uma entrada impulso são (a) 2r, (b) 2 e 
(c) te?! Quais dos sistemas são estáveis? 


Quais são os pólos e zeros dos sistemas dadas as seguintes funções de transferência de 


+76 - 3) 


O ts 36 + 5) 
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Quais são as funções de transferência dos sistemas que têm os seguintes pólos e zeros? 8. O denominador da função de transferência de um sistema é: 


raspas + K 


(a) Pólos 0, — |, — 2; nenhum zero. 


(b) Pólos + 1, - 3; zero 0. Qual a faixa de variação de ganho K para que o sistema seja estável? 


9. O sistema cuja função de transferência tem o seguinte denominador apresenta alguma raiz 


; zero — l. 
mais próxima do eixo zero do que — 1? 


(©) Pólos(-2tjl 


(d) Pólos 0, (3 £ j2); zeros — 1, + 2. P 
sS+4s+2 = 


Quais dos seguintes sistemas são estáveis, criticamente estáveis e instávei: 
10. Determine a faixa de valores de K para o sistema mostrado na Figura 8.10 que resultará em 


Pólos 0, = 1; nenhum zero. instabili istúrbi« 
(a) Pólos 0, — 1; nei zero. instabilidade se ocorrer distúrbios. 


(b) Pólos 0, + 1; zero — 1, 


(c) Pólos + 1,-3,-4; zero = 1. 
a(s) 
+ 


(d) Pólos = 2, = 3; zero 0. 

(e) Pólos (= 3 £ j1); zero 0. 
'ólos (2 + j3); zeros — 1. 

(N) Pólos (2 £ j3); zeros = 1 Figura 8.10 Problema 10. 


(g) Pólos 0, (- 1 £ j2); zeros + 1,- 2. 


São dados a seguir os denominadores das funções de transferência de alguns sistemas. Por 


inspeção, quais poderiam ser estáveis, instáveis ou criticamente estáveis? 

(a) 3? +25. 

b) -254s +3. | 
(0) 514354252 4451, 


(d) +2543 5242541. 
emas que têm as funções de 


Utilizando o critério de Routh-Hurwitz, determine se os 
transferência com os seguintes denominadores são estáveis. 


(a) + 4s? + 8s + 12. 


ETESEEN 


(b) st+s 
(0) 5° + 2s? + 2s + 6. 


(d) s? +45) 42452 + 32s + 16. 
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ECON ; Imaginário 
Posto f 
| 2 
%o 
ANÁLISE PELO LUGAR DAS RAÍZES a 
SEE e, (E 1 Real o | 
Ar i 
-2| 
(a) 
Imaginário 
2} 
8o 
1+ 
INTRODUÇÃO Sa Real o t 
EE 
As raízes do denominador da função de transferência de um sistema, os chamados pólos, 
determinam a forma geral da resposta transitória desse sistema. A Figura 9. | mestra, para -2 
um sistema com uma função de transferência de: (b) 
girah k Imaginário , 
NE E (5 EGEA, 2 
x 1F 
que, ao variar a posição dos pólos -pı € -p2 no planos, varia a resposta transitória quando o ses 1) A 
o sistema é sujeito a uma entrada impulso. Este capítulo traz o estudo dessas relações E ae O E) Real 
entre o comportamento de sistemas e a posição de suas raízes. À técnica usada para esse “ Ar 
estudo é chamada método do lugar das raízes. | 
-2f 
to) 
z | | 
LUGARES DAS RAÍZES DE SISTEMAS DE Figura9.1 Posições dos pólos e respostas a um impulso. | 
PRIMEIRA ORDEM Gols) 
Considere o sistema de primeira ordem mostrado na Figura 9.2. A função de transferência 


de malha aberta do sistema Go(s) é K/(s + 1) e, parauma realimentação unitária, o sistema 
tem uma função de transferência G(s) de: 
Figura9.2 Um sistema de primeira ordem. 


K/(s + 1) 


SO = (RM + |) 


508 
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que pode ser escrita como: 


K 
G(s) = 
(5) s+(L +K) 
O sistema tem um pólo simples, em — (1 + K). Quando K = 0,opóloé-le,à 
medida que o valor de K aumenta, o valor do pólo torna-se mais negativo, como mostrado 
na Figura 9.3. A linha mostrando como a posição do pólo varia quando K varia a partir 
do pólo em K = 0 é chamada lugar das raíze: 


Imaginário 
Pólo de malha 
aberta 
At 4 O “Real 
Movimento 
do pólo quando 


K aumenta 


Figura 9.3 Lugar das raízes para o sistema da Figura 9.2. 


Quando K = 0, o denominador da função de transferência de malha fechada do 
sistema é igual ao denominador da função de transferência em malha aberta, e então a 
raiz do sistema quando K = 0 é chamada pólo de malha aberta. 


Já que o valor das raízes depende do valor de K, então a resposta do sistema 
depende do valor de K. A Figura 9.4 mostra como a resposta do sistema para (a) um 
impulso e (b) um degrau depende do valor de K. 


do 
Aumentando K Aumentando K 


(a) (b) 


Figura 9.4 Resposta do sistema da Figura 9.2 a (a) um impulso e (b) um degrau. 
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EXEMPLO 1 
Para um sistema de primeira ordem tendo uma função de transferência de malha aberta 


Khs + 2) e realimentação unitária, (a) esboçar o lugar das raízes e (b) dar a resposta geral 
do sistema para uma entrada degrau unitário. 


Solução 


O sistema tem uma função de transferência de: 


n Ks + 2) 
ls) eee 
0) = Te K/s DI 
K 
Go 
E dobra 


A equação característica é: 
s+2+K=0 


Assim, o pólo de malha aberta, isto é, quando K = 0, é s = — 2. Quando K não 
é zero, a equação característica pode ser escrita como: 


s+(2+K)=0 i 


o que indica um póio simples em — (2 + K). À medida que K aumenta, o pólo se move 
para valores menores que — 2. A Figura 9.5 mostra o diagrama do lugar das raízes. 


Imaginário 


Pólo em malha 
aberta 


Real 


Figura 9.5 Exemplo 1. 
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G(s) = 00(5)/0:(5), e, portanto, para uma entrada 0;(s) de 1/s, a saída o(s) é 


dada por: 


Ka mms 
WO = ira (2 + 
A transformada tem a forma geral 1/[s(s + a)]. A transformada inversa é 
(MaX — e7). Portanto: 
K 


="=[I- -(2 + KJ] 
Eae A Ud (2 + KY) 
onde K é sempre mais negativo do que — 2. 


LUGARES DAS RAÍZES DE SISTEMAS DE 
SEGUNDA ORDEM ; 


gunda ordem. A função de transferência Go(s) do 


A Figura 9.6 mostra um sistema de se: y 
limentação unitária, o sistema tem uma função de 


sistema é K/[s(s + 1)], e, para uma real 
transferência de: 


Figura 9.6 Um sistema de segunda ordem. 
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As raízes de uma equação da forma ax? + bx + c = O são dadas por: 


-b+ VD dao 
matzes = DE NON = doc) 


e portanto as raízes do denominador da função de transferência são: 


L-IR 
2 


l£ IVA = 4K) 


p 


Quando K = 0, p=-3 +t h isto é, os pólos de malha aberta são O e — |, Quando 
K= tp = 1 isto é, as raízes são ambas 4 « Para valores de K ente 0 e l , as raízes que estão 
no ramo que começa no pólo 0 movem-se em direção a — , enquanto as raízes que estão no 
ramo que começa no pólo — | movem-se em direção a — i como mostra a Figura 9.7. Para 
K = 1, as raízes são dadas por p = — I +VE3), e são então — 3 +j3 e- A ajal Para todos os 


valores de K maiores do que 0,25 ocorre um par de raízes complexas conjugadas, com a 
componente real constante em — l e a parte imaginária tendo um valor que aumenta com o 


aumento de K. 
K aumenta 
do0a 0,25 Imaginário 
K aumenta 
de 0,25 
K aumenta 
Pai de 0 a 0,25 
malha abéria Pólo em malha aberta 
Real 
K aumenta 
de 0,25 
Figura 9.7 Lugares das raízes do sistema da Figura 9.6. 
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Como todos os valores das raízes dependem do valor de K, a resposta do sistema 
também depende do valor de K. A Figura 9.8 mostra a resposta do sistema com diferentes 
valores de K para uma entrada degrau unitário. Para valores de K entre 0e 0,25, o sistema 
tem uma resposta superamortecida de um sistema de segunda ordem. Para K = 0,25, o 
sistema é criticamente amortecido. Para K maior que 0,25 o sistema tem uma resposta 
ões. 


sub-amortecida e com oscil; 


Aumentando K 
——t 


Figura9.8 Resposta do sistema da Figura 9.6 a uma entrada degrau unitário. 


a, (5 2 +s + K), pode 


O denominador da função de transferéncia de malha fes 
ser escrito na forma (+ 20n0s + 2), onde my é a freqiiência angular natural da 
oscilação e ( é o coeficiente de amortecimento (ver Capítulos 2 e 3). Para esse si: 
wa = K e 20% = 1, portanto Op = VK e Coy = $, isto é, os valores dos pólos com 
amortecimento crítico, e § = 1X2VK). Assim, à medida que K aumenta de 0,25, a 
freqüência natural aumenta e o coeficiente de amortecimento diminui. 


EXEMPLO 2 


Para o sistema mostrado na Figura 9.9, esboçe o diagrama do lugar das raízes e 


especifique o valor do ganho K no qual o sistema começa a oscilar. 


E 
s2+45+1 


Vols) 


LO) 


Figura9.9 Exemplo 2. 


i ; Cap: Analise pelo lugar das raizes “as 


A função de transferência de malha aberta é Ks? + 4s + 1) e, assim, para uma 
realimentação unitária, a função de transferência de malha fechada é: E 


RA 
A Ca e K 


G(s) = 7 Ed 
1+ KA? ras +) sSrds+(1+K) 


As raízes de uma equação da forma av? + by + c = 0 são dadas por; 


he VE 


Raizes = 
2u 


As raízes do denominador da função de transferência são: 


-4 £ Vlo- a + 
2 


p==24 V6 =K) 
Os pólos de malha aberta ocorrem quando K = 0, e portanto são p = — (),27 ¢ 
P = = 3,73, Quando K = 3, ambas as raízes são iguais a p = 2. Quando K é maior do 
que 3, as raízes são complexas conjugadas. O diagrama do lugar das raízes é ti 
a ea 2.10: o valor de K no qual o sistema é criticamente amortecido é 3; para Valar s 
e K maiores que 3, as raízes são complexas conjugadas e existirão oscilações. 


pponto DE Ramjpicacro 


Pólo em Pólo em 
malha aberta malha aberta 
em-0,27 


Mio Reai 


Figura 9.10 Exemplo 2. 
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LUGARES DAS RAÍZES DE SISTEMAS EM 
MALHA FECHADA 


Considere o sistema em malha fechada genérico mostrado 
transferência em malha aberta é Go(s) com realimentação un 
rência G(s) para o sistema é: 


a Figura 9.11. A função de 
ria, a função de transfe- 


e 1 
G= T3 u 
] 
Figura 9.11 Sistema em malha fechada. 
Os pólos serão os valores de s para os quais o denominador é zero, isto é: 
1+Go(8)=0 
e então: 
21 


Ga) =- 1 


Gols) pode derivar de um agrupamento de elementos, cada um com sua própria 


função de transferência, Em geral, é possível escrever: 
K(s - 21) (5 — 
TER S 
(s = pi) (s 


Gols) = 


«s Zm SÃO OS Zeros, € pt, P2 + Pn são os pólos. Se os 
o pólos do sistema e portanto pertencem aos lugares das 
feita. Assim, para pontos nos lugares das raízes: 


onde K é uma constante, 7 
valores de s na equação acima 
raízes, a Equação [2] deve ser satisi 


Ke -DGE 2) e (8 a 


(s = PD = P) e S P 


xa, a equação acima deve ser escrita na forma 
ão de tais normas). Como o módulo do 
seus módulos e o quociente é o 


Como s é uma variável comple 
seguir para uma breve discuss 
uto de 
a módulos na forma polar é: 


polar (ver a nota 
produto de dois números complexos é o prod 
quociente de seus módulos. então a Equação [4] par 
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) » aqni TUDE 
Kls = zills = 29)... ls — zm! na den AR 5) 
ls- pills -= pd ls 3 5 


lexos é a soma de seus 


Como o argumento do produto de dois números compli 
ntos na forma polar é: 


argumentos e o quociente sua diferença, a Equação [4] para argume: 


equaça) DE 


[is -z + Us - 20) +... + MS — Zm)) 


-144s = p1) + Ls =p) + + AS pa) ARGUMENTO 


= + múltiplo ímpar de x J 16] 


A Equação [6] pode ser usada para determinar se um ponto no plano s pertence ao 
lugar das raízes. Se pertencer ao lugar das raízes, a Equa ão [6] será satisfeita; se não 
pertencer, então a Equação [6] não será satisfeita. Por tentativa e erro, o lugar das raízes pode 
então ser determinado. A Equação [5] dará os valores de K ao longo de um lugar das 


Para ilustrar, considere um sistema com uma função de transferência em malha 


aberta de: 
GAS) = Tra 


e realimentação unitária. A função de transferência do sistema será: 


e 
at 


s 
T+ Ke + Vise + 2] 


GO) = E EKE i) 


aberta, isto é, para K = 0, em 0 e — 2 e um zero 


istemas têm pólos em malha 
(Figura 9.12). Esse ponto é ligado aos pólos 


em — 1. Considere um ponto sı no plano s 


` e zeros da função de transferência de malha aberta. Para que sı pertença ao lugar das 


raízes, devemos ter, aplicando a Equação 16): 
B= (a + 02) = + múltiplo ímpar de T 


Aplicando a Equação [5]: 
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e então K = uc/b. 


B= (Litz) = 2 (en 
Imaginário DE 


+ 
nez 


Figura 9.12 Gols) = K(S + 1)/s(s + 2). 


ão a mais, considere um sistema com: 


Para uma ilust 


` K(s +1) 
Gols) mira e 
S+28+5 


e realimentação unitária, A função de transferência do sistema será: 


E KG + 1) 
(s) = O 
2 4+25+5+K6s+ 1) 


A função de transferência tem um zero e 
quando K = 0 em — | £ j2, e portanto o plano s é 
que o ponto sı pertença ao lugar das raízes, devemos ler, 
po tor 409) = £ múltiplo ímpar de 7 


Aplicando a Equação [5]: 


Kb 


ac 


e então K = ac/b. 


m- 1 e raízes em malha aberta, isto é, 
como mostrado na Figura 9.13. Para 
aplicando a Equação [6]: 


7, Imaginário 
buic 


E e) 
Figura 9.13 Gols) = K(S + MS + 2s + 5). 


EXEMPLO 3 


K para esse ponto. 


Imaginário 


Figura 9.14 Exemplo 3. 
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Solução 


O sistema tem três raízes € nenhum zero. Aplicando a Equação [6]: 


0-0) + 024 039)=+ múltiplo ímpar de 7 


Mas 0, = 180° ou ne (o + a2) = 360" ou 27 Portanto temos: 


0-(7+27) 


para a soma € portanto um múltiplo ímpar de T. 
O valor de K para o ponto é dado pela Equação [5] como: 


ada 
abc 


= Nf ec=2 então K=2 V8 NB = 16. 


Como a =b 


REPRESENTAÇÃO POLAR DE UM NÚMERO 
COMPLEXO 


A Figura 9.15 mostra a representa 
onde o eixo y é a parte imaginária 


ero complexo (x + jy) em um gráfico, 


ção de um núm: i EO, 
ixo x é a parte real. Da trigonometria: 


do número e o €i 
x=rcos0 


y=rsenO 


Imaginário 


Número complexo 
x+iy 


Real 


Figura 9.15 Forma polar de um número complexo. 


Assim: 
x+ jy=r (cos 0 + j sen 6) 
Que é usualmente abreviado por: 
x+jy=r<0 


em que r é chamado o módulo do número complexo e é escrito como ly + jyl, O é chamado 
argumento. 


O produto de dois números complexos pode ser escrito como: 
rilcos O; + j sen Bp)ra(cos 02 + j sen 02) = 

= ryr2 I(cos 0; cos 02- sen 0; sen 62) + j(sen 0; cos 02 + cos 8; sen 02)) 
= rır [cos (0; + 02) + j sen (9; + 05)] 


e então o produto tem um módulo que é o produto dos módulos e um argumento que é a 
soma dos argumentos. 


Dividindo um número complexo por outro temos: 


ra (eos +j 


racos 0z + j sen 02) 


nu (cos 01 +) Sen 61) (cos 02 z À 
rz (cos Bz + j sen 6») (cos 8) — j sen 65) 


pos A O ENC a 
cos? @ + © cos? Oz + sen 


a E 
n 


i 


E É Icos (9 — 02) + j sen (0, — 05)] 


e então o quociente tem um módulo que é o quociente dos módulos e um argumento que 


é a diferença dos argumentos. 
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CONSTRUÇÃO DOS LUGARES DAS RAÍZES 


A técnica citada anteriormente neste capítulo para o esboço do lugar das raízes pode ser 


assim resumida: 


2. 


Ist 


algumas regras que auxiliam significativamente o tra 


5. 


Achar por tentativa e erro os pontos no plano s que têm ângulos entre o 
eixo real e as linhas que ligam esses pontos aos pólos e zeros que 
ão [6], a equação de argumento. 


jam a Equ 


sat 


Determinar o valor de K ao longo dos lugares das raízes usando a Equação 
5 (M, a equação de módulo. 


o parece ser mais um procedimento de tentativa e erro, entretanto existem 
çado dos lugares das raízes. 


à ordem n da equação 


O número de ramos de lugares das raízes é igua 
berta, isto é, o deno- 


característica da função de transferência de malha 
da raiz traça um lugar à medida que K varia de O em um pólo 


minador. C 
de malha aberta a infinito em um zero. O termo ramo do lugar das raízes 


é freqiientemente usado para cada lugar das raízes, os ramos sendo curvas 
contínuas que começam em cada um dos n pólos de malha aberta, onde 
K=0, e tendem a infinito nos m zeros de malha aberta. Para um excesso de 
pólos, isto é, n > m, os ramos tendem a infinito, Para um excesso de zeros, 
isto é, m > n, os ramos tendem do infinito para os pólos de malha aberta. 
Assim, para um sistema tendo uma equação característica em malha aberta 
de s? + 2s? + 3s +K = 0, existirão três ramos de lugares das raízes. 


Os lugares das raízes de um sistema com uma equação característica real 
simétricos com relação ao eixo real. Isto porque as raízes complexas 


ocorrem em pares complexos da forma 6 + jo. 
Os lugares das raízes começam nos 1 pólos de um sistema onde K = 0. 


Os lugares das raízes terminam nos m zeros do sistema, onde K =. Se 
o usual, então m lugares termina 


existem mais pólos do que zeros, o ci 
nos m zeros, e os lugares restantes (n — m) terminarão no infinito. 


Os trechos no eixo real que pertencem aos lugares das raízes são seções 
no eixo real onde o número de pólos e zeros que estão no eixo real à direita 
desse ponto é ímpar. A Figura 9.16 ilustra essa regra. 
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Imaginário 
2pólos+; Ipólo+! Ipólor : 
2zeros | 2zəros | 1 sado o 
à direita |"ádireita | à direita! ql polo, 
de= o. be- = 
Kea ikea Raa ESTA s 


Figura 9.16 Lugares das raízes no eixo real. 


6. 


Aqueles lugares que terminam no infinito tendem à seguir 
com ângulos em relação ao eixo real de; 


s assíntoras 


is 3 


Sn Dum) = tr 


n=-mon=-mn=-m'» n-m 


A Figura 9.17 mostra exemplos dessi 
e m=0), Os ângulos das a 


esses lugares para um sistema onde n=3 
síntotas são 1/3 ou 60º, mou 180º e 57/3 ou 300", 


Imaginário 


Real 


~ 
“Ponto de 
intersecção 
3,7 


Figura 9.17 Assíntotas com n =3 e m= 0. 
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KA 


As assíntotas interceptam o eixo real em um ponto algumas vezes chamado 


centro de gravidade ou centróide das assíntotas, dado por: 


+ Zm) 


(t+ ce Ph- (ate te 


n-m 


Para o exemplo dado na Figura 9.17, onde os pólos são - Le - 5 tj3e 


não existem zeros, o ponto de intersecção é 


A eds t= 


3 


-3,7 

A intersecção de lugares das raízes com O eixo imaginário pode ser determinada 

calculando-se os valores de K que resultam em raízes imaginárias, isto é, s =O + 

jo com g = 0. Por exemplo, para uma equação característica s? + 2s? + 35 + K 
0, fazendo s$ = jw, fica — jo? -202 + 3jw + K=0. Equacionando as partes 

imaginárias fica — w!+30=0,eentãoo= 3; equacionando as partes reais fica 


-202 + K =0, e assim K =6. 


Uma outra alternativa para determinar essa intersecção é usar O critério 
de Routh e determinar o valor limite de K para estabilidade, este sendo o 
valor de K onide os lugares das raízes cruzam O eixo imaginário. 


O termo ponto de ramificação é o ponto onde dois ou ma is 
raízes se encontram. Subsequentemente, elas deixam esse ponto em ram 
separados. A Figura 9. 18 mostra um exemplo de um ponto de ramificação. 


Os pontos de ramific ção ocorrem nos pontos para OS quais, para a 
equação característica. dK/ds = O. Entretanto, podemos notar que nem 
todas as raízes da equação dK/ds = O correspondem a pontos de ramifica- 
ção — apenas aquela para a qual a Equação j6], isto é. a equação do 
é feita. Para o sistema dado na Figura 9.18: 


argumento. 


Gs) Ao 
24 s+K 

A equação característica é: 
2+s+K=0 


Portanto: 


K= 


Imaginário 


Ponto de 
ramificação 


— MT 
0 -05 |O Real 


Figura 9.18 Ponto de ramificação G(s) = K/s(o + 1). 


Quando dK/ds = 0, então: 


e o ponto de ramificação está em s = 4 Ž 
O angule de partida do lugar das raízes de um pólo complexo em K = 0 e 
o ângulo de chegada do lugar das raízes a um zero complexo em K = o» 
podem ser determinados por meio da Equação [6] do argumento, supondo 
que E um ponto no lugar das raízes mais próximo do pólo ou zero em 
questão. 


A Figura 9. 19 ilustra isto, sendo utilizada para determinar o ângulo de 
partida do pólo complexo (= 2 + j2). O sistema tem pólos em 0e (=2 + 
j2) e nenhum zero. Assim, temos: ý 


= (0444 0% + 0)/= + múltiplo ímpar de 7 


Já que o ponto está muito próximo do pólo, então o = 180" = tg"! (2/2) 
que é 135º. O ângulo 03 é 90º. Assim: i 


= (135° + œz + 90°) = — múltiplo ímpar de 180° = — 540° 


Portanto, 02 = 315°. 


316 


Ponto muito Ângulo de partida 
próximo ao de (~ 2 + j2) 
pólo (~ 2 +j2) q 
“ Real 
-1 
-2 
-3 


Figura 9.19 Ângulo de partida. 
A seguir listamos uma qüência útil de passos que podem ser seguidos com a 

ajuda das regras anteriores para construir lugares das raízes: 

Obter a equação característica da função de transferência de malha aberta 

Gols) para o sistema. 


Determinar as posições dos pólos e zeros. 


ares das raízes. 


2 

3. Determinar, usando a regra 1, o número de ramos dos lug 
4. Esboçar os lugares das raízes no eixo real usando a regra 5. (3) 
5 


Determinar os ângulos das assíntotas usando a regra 6. (4 ) 


6. Obter a intersecção das assíntotas com O eixo real usando a regra 7. (5) 


7. Determinar a intersecção das assíntotas com o eixo imaginário usando a . 


regra 8. (5) 


ão usando a regra 9. (6) 


8. Determinar os pontos de ramificaç; 
9. Obter os ângulos de partida dos pólos complexos e os ângulos de che 


dos zeros complexos usando a regra 10. (*) 


gada 


10. Esboçar os lugares das raízes tendo em mente as regras 2,3 e 4. 


A Figura 9.20 mostra alguns exemplos de esboços de lugares das raízes para 


sistemas com diferentes funções de transferência. 


Cap.9 Análise pelo lugar das raizes 


Imaginário Imaginário 
Real p: |0 Real 
(a) (b) 
Imaginário Imaginário 
o+ jw 
pum ns, eo 
Ps PP 0 Real Z 0 Real 
a-jo 
(9 (a) 
Imaginário 
o+jo 


(e) 
Figura 9.20 Diagramas de lugares das raízes: 


(a) Gu(s) = K(S + Z,)/(S + P)(S + Po), quando pz > Z; > pi; 

(b) Gols) = K(s + z,)/(S + pPi)(S + p2), quando e mar El 

(e) Gol) = KI(S + py)XS + PoJ(S + Pa); (d) Gols) = K(S + 21)! 
(5+ 0 + juj(s + o — ju), quando o > z,; (e) Gu(s) = KIS + 21) 
(s + o + jo)(s + o = ju), quando z, > o4; (1) Gols) = Kils + pi 
(a s o jalea a= jo), quando p, > 0: (9) Gu(8) = KHa + Di) 
{s + a + [w)(s + o — ja), quando o > py; (h) Gis) = Kiss 
(S + pJ(S + pas + 6 + jw)(s + o — jo), quando pz > py > 6; 

B) Gols) = Kle + 2)/S(S + PIS + Po), quando pe >Z; > Pii 

(i) Gols) = KISS + pi); (k) Gols), = K(S + z)/*s + p,), quando 

Pi > Z1; (À Gols) = KIS + Z,)/SÊ(S + P,)(S + P2), quando po > P; > Z. 
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Imaginário 


o +jw 


————— 1a 
o Real 


r 
al 


(1 


Imaginário 


(9) 
Imaginário Imaginário 
RT 0 Real 


ON 


(h) 


Imaginário 


() 
Imaginário 


Pólo 
duplo 


A Pra [0 Real 


(1) 


(i) 
Imaginário 
Pólo 
duplo 
Real 
(k) 


Figura 9.20 Diagramas de lugares das raízes. (continuação) 


EXEMPLO 4 


Esboçar os lugares das raízes para um sistema com a seguinte função de transferência: 


K 


6+D6+96+3 


Solução 


Seguindo os passos anteriores: 


O sistema tem realimentação unitária, e assim a função de transferência 
de malha fechada será dada pela Equação [1] como: 
+3) 


3 
s+ 3) 


G(s) = 


60) = Ena er) FR 
A equação característica é assim: 


(s+ Ds +25 +3)+K=0 


Quando K = 0, a equação característica torna-se: 

(s+ Ds + 28 +3)=0 

então os pólos de malha aberta são — |, - 2 e — 3, Não existem zeros. 

A equação é de terceira ordem, então existem três ramos de lugares das 
raízes. 

Os lugares das rafzes no eixo real estarão entre - le — 2 e de - 3 a infinito. 


Os ângulos das assíntotas serão 1/3 ou 60°, x ou 180° e 5n/3 ou 300º. 


O ponto de intersecção das assíntotas com o eixo real é: 


A intersecção com o eixo imaginário pode ser determinada fazendo-se 
tica: 


s = jo na equação caracte: 


(wo + D) jo +2) Go+D+K=0 
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10. 


Figura 9.21 


Potrpao +jo 1+6+K=0 
-jw -w0 +joll +6+K=0 


Igualando as partes imaginárias, temos (~œ? + 110) = 0 e œ = VI. 
Equacionando as partes reais temos (-60? + 6 + K = 0), e assim K = 60. 


Determinar o ponto de ramificação. A equação caracterís 
G+ADO+ Ds + I)+K=0 


K = -49° +65 + lls + 6) 


SE ago lsi 
ds 
Igualando a zero: 
35241254 11=0 
e então as raí 
2 132 
PERENE E 
6 
Apenas à raiz — 2 + 0,58 = — 1,42 pode ser ponto de ramificação. 


Não existem pólos nem zeros complexos. 


completo. 


A Figura 9.21 mostra o lugar das raízes 


Imaginário 


& 


Real 


-5 


Exemplo 4. 
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EXEMPLO 5 


Esboçar o lugar das raí 


malha aberta: 


(+ 


Solução 
Seguindo os p 


1 


inte função de transferência de 


es para um sistema com a s 


Nos + 1) y 
2 FDE- j3) 


passos anteriores: 


Osi: 
do sistema é: 


ema tem realimentação unitária, e então a função de transferência 


Kis + Ds + 2 + jds 42 - j3) 


G t s 
E kea Dis + 2 + 3s + 2- j3) 


Kis + 1) 


COS EEA 2 ET Ride) 


A equação caracteristica é; 


(+24) (3+2-))+K(s-1)=0 


Quando K = 0, a equação característica torna-se; 
G424])(6+2-]3)=0 


Os pólos de malha aberta são (~ 2 £ j3). Como a função de transterência 
de malha aberta incluí (s + 1), no numerador existe um zero em 1 


A equação é de segunda ordem, e portanto existem dois lugares das raizes 


O lugar das raízes no eixo real vai de — | a infinito. 


Os ângulos das assíniotas já que n -m = 1, m ou 180° e estão no eixo 


real, 


ntotas estão no eixo real, o ponto de intersecção não tem 


Como as 
significado. 


= 


os 


a NO SS a 


ma 
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7 


8. 


tos de intersecção dos lugares das raízes com o eixo imagi- 


Quaisquer pont 
do s = jœ na equação característica. 


nário podem ser determinados fazen: 
Isto dá: 


qo +2+)Go + 2-3) +KGo9— D=0 
-0 + jd + KO + 13-K=0 


Portanto, igualando as partes imaginárias, temos que K=-4e, igualando 
as partes reais, W° = 13-K,e então O = Ł 4,1. Quando K tem valores 
negativos, 08 lugares das raízes resultante são chamados lugares das 
raízes complementares. Neste livro, a discussão é restrita aos lugares para 
K positivo, e assim O valor de K indica que os lugares das raízes não 


cruzam o eixo imaginário. 


O ponto de ramificação é determinado a partir da equação característica, 


que é: 

(5424) (6+2-)+K6-D=0 
Pode ser simplificada: 

Bras +94 K(s-1=0 


ps 
1 


Como para diferenciação de quociente, temos: 


a ( u ) _ Wdu/ds) — udd) 


-a -90s +4- (+48 +NN 
E a-s 


Igualando a zero, devemos ter: 


-82+25+13=0 


As raízes dessa equação são: 


z2 ENa +52) 
E) 


=1*37 


Somente a raiz — 2,7 é ponto de ramificação. Assim, existe um ponto de 
ramificação de chegada em — 2,7. 


9. Existe um par de pólos complexos conjugados e nenhum zero complexo. 
o ângulo de partida do lugar das raízes em K = O de um pólo Campie 
determinado usando-se a Equação [6] do argumento e fazendo-se s ser um 
ponto no lugar das raízes muito próximo ao pólo (= 2 + j3). Como existe 
um ângulo ĝ para o zero de 90º mais tg”! 2/3 ou 123,7, o ângulo œ para 
o outro pólo de 90º e ângulo para o pólo (- 2 + j3) de «1, então: 


123,7" = (04 + 90") = + múltiplo ímpar de 180" 
337º -œ =+ 180" 


Portanto, 0 = 213,7" ou — 146,3". 


10. A Figura 9.22 mostra o diagrama do lugar das raízes completo. 


St Imaginário 


Real 


Figura 9.22. Exemplo 5. 
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INTERPRETAÇÃO DOS DIAGRAMAS DOS 
LUGARES DAS RAÍZES 


O diagrame do lugar das raízes mostra o efeito que uma vari 
da equação característica da malha fechada e portanto no comportamento dinâmico do 
sistema. Possibilita que o efeito de modificar ou adicionar pólos e zeros ao sistema possa 
ser verificado. Os pólos de malha aberta em tais diagramas podem ser considerados como 
fontes de lugares das raízes e os zeros como receptores com K aumentando de 0 no pólo 


jo no ganho terá nas raízes 


de malha aberta a infinito no zero. 
A função de transferência de malha fechada de um sistema de segunda ordem 


pode ser representada por: 


ma d 


Ga -aaam 
à s? + Gons + oA 


onde n é a freqüência natural angular e % é o coeficiente de amortecimento. Se o 
coeficiente de amortecimento está entre O e 1, então os pólos são complexos, e o sistema 
tem uma resposta oscilatória. Para essa condição, podemos escrever: 
s? + Mo + o = (s + o + jas t o- jo) 
2 2 2 
=$ + 20s +0 to? 
Assim: 
2 = 20 
e portanto: 


S [8] 


E MEAP 19) 


Cup 9 Análise pelo lugar das raizes 18 


A Equação [9] indica que 0, é o comprimento da linha que liga a origem do 
plano s a um pólo da malha fechada (Figura 9.23). Como para um triângulo retângulo o 
quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos catetos (teorema de Pitágoras) 
e já que 0/% é, para o mesmo triângulo, o co-seno de um ângulo q, então a Equação [8] 
indica que: 


C=cosy [10] 


Poloem Imaginário 


malha 
fechada 
-0 + jo 


Figura 9.23 Pólos complexos. 


Se a frequência angular de oscilação de um sistema for aumentada, o compri 
mento da linha unindo o pólo em malha fechada à origem será também aumentado (Figura 
9.24). Se o amortecimento aumenta, então o ângulo q entre esta linha e o eixo real deve 
diminuir, já que isto aumenta cos q (Figura 9.24). 


Aumentando o Imaginário 


Aumentando ¢ / 
$, 


o Real 


Figura 9.24 Frequência angular e coeficiente de amortecimento. 
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Para ilustrar o que foi exposto anteriormente para um sistema, considere o 
diagrama do lugar das rafzes na Figura 9.25. Para tal sistema, O valor mínimo da 
frequência natural angular ocorrerá quando K = 0, já que o sistema oferece o menor 
comprimento da linha do pólo à origem. Este é também o menor valor de cos 4, e então 
o menor valor do coeficiente de amortecimento. À medida que K aumenta, On € Ç 
aumentam até que o ponto de ram! ção de chegada, quando [=| co amortecimento 
é crítico, Além disto, o aumento de K resulta apenas em raízes reais, © então não existem 


ações. 
Imaginário 
Pólo em 
malha aberta 
K=0 
Ponto de K, 
ramificação DN 


Figura 9.25 Efeito de variação de Kem wn @ 4 


atural angular e/ou na razão de amortecimento resulta 
dores do desempenho do sistema, como tempo de 
e estabilização (ver Capítulo 3). Assim, por 
136], Capítulo 3): 


A variação na freqüência n: 
na variação dos parâmetros indica: 


subida, sobre-sinal percentual e tempo d 
exemplo, o tempo de estabilização para 2% é dado por (Equação 


Como a Equação [8] dá Ç = 0/Wn, então: 
tm 


O tempo de subida íy de um sistema é dado por (Equação 129], Capítulo 2): 


n 


ie 


Aumentando 0), diminui o tempo de subida. 
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r o diagrama de lugar das raízes pode também ser usado para considerar o efeito 
de variação no ganho dado na Figura 9.26, onde a instabilidade começa a ocorrer quando 
D. À 


o valor de K é tal que o diagrama do lugar das rafzes chega ao eixo imaginá 
estabilidade relativa de um sistema pode ser julgada pela proximidade de scus lug; 
das raízes do eixo imaginário. Sistemas com lugares das raízes mais distantes do eixo 
imaginário são relativamente mais estáveis (Figura 9.27). 


Imaginário 


Pólo de 
malha aberta 
K=0 


Limiar de instabilidade 


O Real 


Limiar de instabilidade 
Figura 9.26 Limiar de estabilidade. 


Imaginário 


Aumentando-se esta 
distância, aumenta-se a 
estabilidade relativa 


Real 


Figura 9.27 Estabilidade relativa. 


A introdução de um zero no lado esquerdo do plano s melhora à estabilidade 
relativa de um sistema, já que aumenta o ângulo das assíntotas e distancia os lugares das 
raízes do eixo imaginário. O ângulo de uma assíntota é: 


n-m 


onde n é o número de pólos e m é o número de zeros. O aumento de m, quando n > m, 
traz o ângulo para mais perto de 7/2 e deixa os lugares das raízes paralelos ao eixo 
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imaginário. Quando os lugares das raízes são paralelos ao eixo imaginário, então não 
existe valor de K que provoque instabilidade. A introdução de um pólo extra tem um 
efeito oposto. 


Um sistema de ordem maior será mais complexo do que os sistemas discutidos 
anteriormente. Entretanto, se ele tem mais pólos ou zeros próximos à origem que os 
outros, estes irão dominar o comportamento do sistema, e a freqiiência e a razão de 
amortecimento para esses pólos e zeros serão freqüentemente suficientes para descrever 
o comportamento do sistema. As raízes mais próximas da origen! do plano s são chamadas 
raízes dominantes. Existe uma dominância razoável se a razão das partes reais das 
raízes é maior do que 5. A função de transferência e, portanto, a análise dos lugares das raízes 
podem ser simplificadas considerando-se apenas as raízes dominantes. 


Para ilustrar este conceito de raízes dominantes, considere um sistema com uma 
função de transferência de malha fechada de: 


5 


O na 


As raízes são — | e — 5. A resposta do sistema ao impulso unitário de 1 é: 


“O = Ene 


0,=5x0,25 (671 — e7 5) 


ão com o termo 


O termo e” * pode geralmente ser desprezado em comparaç 
e então a resposta é efetivamente: 


0,=5x0,25€7!! 


Para obter uma resposta como esta, O sistema requer uma função de transferência de: 


1 é então o pólo dominante. Usualmente, entretanto, o denominador 
é modificado para possibilitar que o sistema tenha a mesma saída em regime permanente. 
Este é o valor G(s) quando s = 0, isto é, 1. Portanto, a aproximação mais usual é: 


1 
(s+1) 


G(s) = 
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EXEMPLO 6 


Determinar a frequência natural angular e a razão de amortecimento para um sistema 
tendo uma função de transferência de malha fechada com uma equação característica de: 


S+2s+4=0 


Solução 


ão dadas por: 


e são (= 1 ż j V3). Portanto, a raiz - 1 + JVI forma um triângulo retângulo com a 
hipotenusa Wn e catetos de comprimento 1 e V3 (Figura 9.28), e então: 


= +0 


n 


u 


m=+17=4 


Portanto, Wp = 2 rad/s. A 


ão de amortecimento é o co-seno do ângulo q, e 
então: k 


C=cosq 


Pólo da Imaginário 
malha fechada 
+38 


Figura 9.28 Exemplo 6. 
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EXEMPLO 7 


Um sistema tem uma funç 


Solução 


(a) 


ão de transferência de malha aberta de: 


Esboçar o diagrama do lugar das raízes. 


(ii) o coeficiente de amortecimento, (iii) 


Qual é (i) a fregiiência angular, c 
a o sistema 


o tempo de subida e (iv) o tempo de estabilização para 2% par: 
quando K = 10? 
a um erro em regime permanente que pode ser elimi- 


o direto um bloco com uma função de transfe- 
as raízes? 


O sistema apresent 


nado incluindo-se no ramı 
rência de 1/s. Qual será agora o diagrama do lugar d 


Qual será o novo tempo de estabilização para 2% quando K = 10? 


Como a modificação afetará a estabilidade relativa para K =' 10? 


Seguindo os passos propostos anteriormente para plotar o diagrama do 


lugar das raízes: 


1. O sistema tem realimentação unitária, e assim a função de transfe- 


rência de malha fechada do sistema é: 


A equação característica é assim: 


(s+2 +j2)(s+2-j2)+K=0 
2. Quando K = 0, a equação característica torna-se: 


(54247) (6+2-])=0 
ão existem zeros. 


Os pólos de malha aberta são (= 2 + j2). 
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3. A equação é de segunda ordem, portanto existem dois ramos de 
lugares das raízes. 


4. Não existem lugares das rafzes no eixo rea 


5. Os ângulos das assíntotas serão, para n — m = 2, 7/2 ou 90º. 
6. A intersecção das assíntotas com o eixo real será: 


crer 


2 =2 


7. Quaisquer pontos de intersecção dos lugares das raízes com o eixo 
imaginário podem ser determinados fazendo-se s = jw na equação 
característica: 


(o+2+jNG0+2-]7)+K=0 
-w +j4o+8+K=0 


Portanto, igualando as partes imaginárias, temos œ = 0, e igualando 
as partes reais, temos K = ~ 8. Assim, o lugar das rafzes não cruza o 
eixo imaginário, já que está sendo traçado apenas para valores 
positivos de K. 


8. Como o lugar das raízes não cruza o eixo real, não existe ponto de 
ramificação. 


9. Existe apenas um par de pólos complexos e nenhum zero. O ângulo 


de partida do lugar das raízes que deixa o pólo complexo, em K = 0, 
é determinado usando-se a Equação [6] e considerando-se que s é 
um ponto no lugar das raízes muito próximo de (- 2 + j2). Como 
w= 90º, então o ângulo para o pólo (= 2 + j2) de o2 é dado por: 


(12 490º) = múltiplo fmpar de 180° 


Portanto, 02 = 90". 


10. A Figura 9.29 mostra o diagrama do lugar das raízes completo. 
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(b) Quando K = 10, a equação característica torna-se; 


Imaginário 

K=10 NIE 

43 

K=0 42 

-41 
TSo=0=7 i Heal 

{4-1 

Ka0 {4-2 

4-3 

K=10 As 


Figura 9.29 Exemplo 7. 


(5+2+j2(s+2-j2)+10=0 
que se torna: 


s+4s+I8=0 


DD E EE AEK, 


G) A freqüência angular pode ser obtida usando-se a Equação [9]: 


w =o +o? 


o = 2 + VID 


Portanto, On = 4,2rad/s. 


(ii) O coeficiente de amortecimento pode ser obtido usando-se a Equa- 
ção [10]: 


2 
% = cos Q = 42 0,48 


(c) 
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(iii) O tempo de subida é dado pela Equação [12] como: 


x 
EO E p= = 0,45 
"T 20 E i4 


(iv) O tempo de estabilização para 2% pode ser obtido usando-se a 


Equação [11]; 


Os lugares das raízes para a função de transferência podem ser obtidos 
seguindo-se os passos citados anteriormente: 


1. O sistema tem realimentação uni , e assim a função de transte 


rência de malha fechada do sistema é: 


K 


= E ADO DE A 


A equação caracteri é assim; 
s(is+2+j2)(s+2-j2)+K=0 

2. Quando K = 0, a equação característica torna-se: 
sis +2+)28+2-]2)=0 


Os pólos de malha aberta são O e (- 2 £ j2). Não existem zeros. 


3. A equação é de terceira ordem, portanto existem três ramos de 


lugares das raízes. 
4. O iugar das raízes no eixo real vai de O a infinito. 


5. Os ângulos das assíniotas serão, para n -m= 3, n/3 ou 60º, 37/3 ou 
180° e 57/3 ou 300º. 


6. A intersecção das assíntotas com o eixo real será: 


ali ft EEE 
3 
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7 


intersecção dos lugares das rafzes com o eixo 


Quaisquer pontos de i e 
imaginário podem ser determinados fazendo-se s = jw na equação 


característica. Isto dá: 

jogo +2+]N00+2-))+K=0 

js 0 +j80+K=0 

Portanto, igualando-se as partes imaginárias (- o° + 80 = 0) e igualan- 
do-se as partes reais (- 402 + K = 0), e então = 28eK=32. 

O ponto de ramificação é determinado a partir da equação caracte- 
rística, que é: 

s(s+2+j2X(s+2-j2)+K=0 

Que pode ser simplificada para: 


Pra Bt K=O 
K=-8 -4° -8s 


Então: 


dK 328 - 
ga Minis 


Igualando-se a zero: 

382 +85+8=0 

As raízes dessa equação são: 

-8 + V6 EE O ET 

Não existe ponto de ramificação no eixo real. 


O ângulo de partida do lugar das raízes que deixa o pólo complexo 
em K = 0 é determinado usando-sé a Equação [6] de argumentos e 
considerando-se que s é um ponto no lugar das raízes muito próximo 
de (-2 + j2): 


múltiplo ímpar de 180" 


-(@ + 135° + 90°) 
+ 180" ou + 540" 


-225° - Oy 


Portanto. w =— 45° ou 315°. 
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Figura 9.30 


(d) 


(e) 


10. A Figura 9.30 mostra o diagrama do lugar das raízes completo. 


Imaginário 


Exemplo 7. 


Quando K = 10, a equação característica torna-se: 
ss +24] 4+2-]2)+ 10=0 


5344924854 10=0 


Como as raízes pertencem ao lugar das raízes mostrado na Figura 9.30, 
uma das raízes da equação deve estar no eixo real e o outro par deve ser 
complexo. As raízes são - 2,4 e — 0,8 + j1,9. 


O tempo de estabilização para 2% pode ser obtido usando-se a Equação 


EH): 


4 
Nr = 6,255 


0,8 
Introduzindo assim o elemento 1/s. que aumenta o tempo de estabilização. 


Com K = 100 sistema original era 6 =- 2, com a modificação será — 0,8. 
Assim, a estabilidade relativa foi reduzida. Uma forma de compensar isto, 
c também o tempo de estabilização, seria reduzir o valor de K. 
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EXEMPLO 8 


Um sistema em malha fechada tem três pólos e nenhum zero. (a) O que pode ser dito a 


respeito d 


e sua estabilidade e (b) como sua estabilidade relativa pode ser melhorada? 


Solução 


(a) Os ângulos das assíntotas serão 7/3, 37/3 e 57/3, e assim interceptará para 


( 


algum valor de K o cixo imaginário. Então, para algum valor do ganho, o 
sistema se tornará instável. 


do 


b) Aestabilidade relativa pode ser aumentada adicionando-se um zero. Ent 
ímotas passarão a ser 7/2 e 37/2. Nenhuma delas intereeptará o cixo 
á paralelo ao cixo, e o sistema terá 


as as 
imaginário, pois o lugar d 
sua estabilidade melhorada. 


EXEMPLO 9 


Um sistema tem uma função de transferência de malha aberta de: 


Gals) = 


K 
s(s +6) 


Qual o ganho quando existe (a) amortecimento crítico e (b) um coeficiente de 
amortecimento de 0,6? 


Solução 


A lunção de transferência de malha fech 


q 


a do sistema sera: 


Es 
= (+ 6) +K 


Portanto, as raízes serão: 


6 + Vas = 48) =-34j K-99 


2 


Figura 9.31 
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Amortecimento crítico acontece quando a parte imaginária da raiz é zero, 
isto é, quando K — 9 = (), Assim K = 9. 


O coeficiente de amortecimento é dado pela Equação 18] como; 


s 
O 


t= 
Esse sistema tem o = — 3 e, para 0 = 0,6, temos ăn = 5 rad/s. Mas pela 
Equação [9]: 

= + 
Então: 


was. 


e, portanto, w = 4rad/s. Este é o valor da parte imaginária da raiz, Assim: 


4=VK-9) 


e então K = 25, A Figura 9,31 mostra o diagrama do lugar das raízes 


Imaginário 


Exemplo 9. 
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PROBLEMAS 


Esboce os diagramas dos lugar 
sistemas de segunda ordem, varie o val 
amortecidos. 


das raízes para os sistemas mostrados na Figura 9.32. Para 
lor do ganho K de forma que eles sejam critica 


Figura 9.32 Problema 1. 


2. 


res das raízes para sistemas tendo as seguintes funções de 


Esboce os diagramas dos lugai i 
assíntotas e pontos de rami- 


transferência de malha aberta, identificando pólos, zeros, 
ficação: 


K(s + 2) 


(0) ED + IE + 4) 
KG +5) 


O Gras + a Is + 4-3) 


Cap.9 Análise pelo lugar das raízes 339 


5. 


7. 


K — 


O TEE + 95+ 25) 


o 


K 


Duane 


Said 


Determine as frequências naturais angulares e os coeficientes de amortecimento para 
sistemas tendo as seguintes funções de transferência de malha fechada com equações 


de: 


caracterís 
(a) s +4s+16=0 
(b) s2+65+12=0 
(c) 52425+10=0 


Determine o tempo de estabilização para 2% e o tempo de subida para um sistema tendo 
uma função de transferência de malha aberta de: 


pm S 
s6 + 2) 


quando (a) K = 4 e (b) K = 16. 


Um sistema com a função de transferência 


é modificado pela inclusão no ramo direto de um elemento a mais com uma função de 
transferência (s + 2), isto & um zero em — 2. Qual será o efeito na estabilidade relativa do 


sistema? 

Qual é o ganho para um sistema tendo a função de transferência de malha aberta de: 
K 

Golos s(s + 3) 

quando existe (a) amortecimento crítico e (b) um coeficiente de amortecimento de 0,3? 


Esboce o diagrama do lugar das raízes e calcule o ganho para (a) amortecimento crítico e 
(b) um coeficiente de amortecimento de 0,6 para um sistema tendo uma função de 
transferência de malha aberta de: 


E its 
Go = 


MAKRON 
Books 


CONTROLADORES 


INTRODUÇÃO 


Este capítulo diz respeito à seleção da forma apropriada do controlador para uma planta 
em um sistema de controle em malha fechada e à determinação de parâmetros conve- 
nientes para o controlador. O controlador é o elemento no sistema de controle em malha 
fechada que tem como entrada o sinal de erro e gera uma saída que se torna a entrada 
para o elemento corretivo (ver Capítulo 1). A relação entre a saída e a entrada do 
controlador é frequentemente chamada lei de controle. Existem três formas desta lei: 
proporcional, integral e derivativa. Em alguns sistemas é necessário melhorar o desem- 
penho do controlador, o que é conseguido introduzindo-se elementos adicionais chama- 
dos compensadores nos sistemas de controle. Essa alteração é chamada compensação. 


CONTROLE PROPORCIONAL 


etamente proporcional a sua 


Com controle proporcional, a saída do controlador é d 
entrada, sendo esta o sinal de erro e, que é uma função do tempo. Assim: 


Saída = Kpe n 
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onde Kp é uma constante chamada ganho proporcional. A saída do controlador depende 
apenas da amplitude do erro no instante de tempo. A função de transferência Go (5) para 
o controlador é: 


GA)=Kp pi 


O controlador é apenas um amplificador com um ganho constante. Um grande 
erro em algum instante de tempo acarreta um valor alto na saída do controlador nesse 
instante de tempo. O ganho constante, entretanto, tende a existir somente para uma certa 
faixa de erros, chamada banda proporcional. Um gráfico da saída pelo erro seria uma 
linha reta com uma inclinação de Kp dentro da banda proporcional (Figura 10.1). 


Banda 
proporcional 


Saída do 
controlador 


Figura 10.1 Controle proporcional. 


É comum exprimirmos a saída do controlador como uma porcentagem da saída 
total possível do controlador. Assim, uma variação de 100% na saída do controlador 
corresponde a uma mudança no erro de um extremo da banda proporcional a outro, 


sim: 


E - — 3 
P É Banda proporcional BI 


Como a saida é proporcional à entrada, se à entrada do controlador é um erro 
em degrau, então a saída é também um degrau, de mesma forma da entrada (Figura 10.2). 
Esto acontece porque o controlador está operando dentro da banda proporcional. 
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À EXEMPLÓ 1 
Em Tempo 
~- | Se a planta na Figura 10.3 tem uma função de transferência de 


[i 
Saída do Golo) + 1) 
| controlador tua 
| im e tem um com controle proporcional, qual será (a) o tipo do sistema, (b) os erros em 
| po regime permanente quando sujeitos (i) a uma entrada degrau, (ii) a uma entrada rampa? 
h Figura 10.2 Sistema com controle proporcional. Y path) x, a (w) 
Solução 


| O controle proporcional é simples de aplicar, requerendo essencialmente algu- É 
I ma forma de amplificação. Pode ser um amplificador eletrônico ou um amplificador (a) O sistema terá uma função de transferência de: 
| mecânico na forma de uma alavanca (ver mais adiante neste capítulo). O sistema de 
ii controle com controle proporcional tem a forma mostrada na Figura 10.3. O resultado é TOS K 
a função de transferência de malha aberta: PY s(s + 1) 
| Gols) = KyGp(s) [4] E é tipo 1. Ver Capítulo 7 para maiores discussões. 
(b) (i) O erro em regime permanente ess é dado por (ver Capítulo 7): 


pi onde Gp(s) é a função de transferência da planta. 


onde, para uma entrada degrau 0;(s) = 1/5: 


E 1 I 
tes = lim f $ duma va 
i ml i+ IKs + DI ‘J 


i Figura 10.3 Sistema com controle proporcional. 


Ki 
i | A desvantagem principal dessa ação de controle é que o controlador não 7 
ELT H introduz o termo 1/s ou integrador no ramo direto. Isto significa que, se o sistema era do Para uma entrada degrau, um sistema tipo | tem erro em regime | 
`p | tipo 0, continua sendo tipo 0, e portanto com erro em regime permanente (ver Capítulo permanente zero. 
| 7). O controlador não introduz quaisquer novos pólos ou zeros ao sistema, somente i in 
| P (ii) Para uma entrada rampa i 
wii determina a localização dos pólos em malha fechada. Isto acontece porque a função de ei: ampa, a entrada é 1/s e o erro em regime permä- 
» transferência de malha fechada com controlador e realimentação unitária é: $ 
A 1 1 
` K,G, ex = lim SOE TE À 
pi os Bes aa ABA a Na À] FIRE + Dig l 


T + KpGp(s) 


ca equação característica de (1 + KpGp(s)) tem os valores das raízes afetados pelo valor 
quaç: pOnt 


de Kp 


= om 


z w 
pem 
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CONTROLE INTEGRAL 


r cional à integra sinal de erro 
Com o controle integral, a saída do controlador é proporcional à integral do sinal d 


e com o tempo, isto é: 


A 151 
Saddi If ed 


" 7 A 2 
onde K; é uma constante chamada ganho integral. Tem a poaae oE a AE 
mostra o que acontece quando o erro tem a forma de um degrau. aane SUA M 
de fato a área sob a curva do erro entre re O. Assim, quando apaces F h > o 
área sob à curva aumenta em uma razão regular e a saída do controli ur sá Ea po 
aumentar em uma razão regular. A saída em qualquer instante de tempo é prop 
ao acúmulo de efeitos do erro em instantes anteriores. 


Saída do 
controlador] 


Figura 10.4 Controle integral. 


função de 


“Tomando a transformada de Laplace da Equação [5], temos uma 
transferência para um controlador integral da forma: 


Co saída) _ Ki A 
C at Ns 


Para um sistema da forma mostrada na Figura 10.5, o controle integral dá H 
função de transferência no ramo direto de (Ki/5)Gp(s), e portanto uma função 
sferência de malha aberta de: 


7 
G(s) 171 


Ki 


Guls) = ( 


Cup. 10 


Controladores Zo 


Contro- 


+ lador Planta 


Vols) 


Figura 10.5 Controle integral. 


Uma vantagem do controle integral é que a introdução de um termo s 7 
denominador aumenta o tipo do sistema de 1. Se o sistema é do tipo 0,0 erro em regime 
permanente que deveria ocorrer para uma entrada degrau desaparece para o controle 
integral. Uma desvantagem do controle integral é que um termo (s — 0) no denominador 
significa que um pólo foi introduzido na origem. Como nenhum zero foi introduzido, a 
diferença entre o número de pólos n e zeros m aumentou de 1. Uma consequência disto 
é que os ângulos das assíniotas dos lugares das raízes são diminuídos, isto é, eles apontam, 
mais em direção ao semiplano direito do plano s, e assim a estabilidade relativa lica 
reduzida. 


Ângulos das assíntotas 


EXEMPLO 2 


Se a planta na Figura 10,5 tem uma função de transferência de b 


L-e yie 


s6 +1) 


Gols) 


e tem um controle integral, qual será (a) o tipo do sistema, (b) os erros em regime 
Permanente quando o sistema é sujeito a (i) uma entrada degrau e (ii) uma entrada rampa 
e (e) como pode comparar a estabilidade com aquela que ocorreria 
o controle proporcional (como no Exemplo 1)? 


se existisse somente 


Solução 


(a) O sistema terá uma função de transferência de malha aberta de: 
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(b) 


(c) 


O sistema é tipo 2. Ver Capítulo 7 para maiores discussões. 


(i) O erro em regime permanente ess é dado por (ver Capítulo 7): 


1 
rao N ] 


onde, para uma entrada degrau Bs) = 1/5: 


1 do 
1+ [K/s + DJ :| 


Assim, para uma entrada degrau, um sistema tipo 1 tem erro em 
regime permanente zero. 


(ii) Para uma entrada rampa 1/5 2 o erro em regime permanente é: 


ess 


(LR ERENS PRA 
saol 1+ [KZ + DIS 
Assim, para uma entrada rampa não existe erro em regime perma- 
nente; houve uma melhoria na situação do Exemplo 1 quando o 
controle era apenas proporcional. 
Para a situação de controle proporcional mostrada no Exemplo 1, o sistema 
tem uma função de transferência de: 


K +O 
T+ Kp/s6s + 


G(s) = 


A equação característica é assim: 
s? +s+Kp=0 
O arranjo de Routh (ver Capítulo 8) para essa equação é: 


gji Kp 
s' fji 
s? |kp 


A primeira coluna é toda positiva se Kp é maior que 0. 
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Controle 
proporcional 


Para o controle integral, o sistema tem uma função de transferência de: 


A QUERER OM 
1+ kVA +1) ss + 1) + Ki 


A equação característica é: 4 


424 K=0 


Como na equação falta um termo em s, o sistema é instável para todos os 
valores de Kj. O arranjo de Routh seria: 


E E) 0 
ji Ki 
s| -K 
PiK 


Assim, uma mudança do controle proporcional para controle integral 
resulta em instabilidade. A Figura 10.6 mostra os diagramas do lugares 
das raízes para duas situações: diagrama (a) para controle proporcional e 
(b) para controle integral. 


Imaginário aa 
Pólo duplo 
q jean o 
Real 
Real 
(a) (b) 


Figura 10.6 Exemplo 2. 
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CONTROLE PROPORCIONAL MAIS INTEGRAL 
pb 
A redução na estabilidade relativa resultante do controle integral pode ser resolvida, até 
ção de controle proporcional mais integral (PI) agr 10.7). Para 
da do controlador é: JM 
hi 


certo ponto, pela a 
combinação, 


4 


Saida = Ape 4 As Ju edr [8] 


Figura 10.7 Controle proporcional mais integral. 


A Figura 10.8 mostra a saída do controlador quando existe um erro em degrau. 


Erro | 
i Eteito da ação integral 
Saída do Eleito da ação proporcional 
controlador 


Tempo 


Figura 10.8 Controle proporcional mais integral 
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Tomando a transformada de Laplace da Equação [8], obtém-se a função de 
saída (9)/e(3) para o controlador PI de: 


TAi 
Gas) = Kp + 7 
sKp + Ki 


Kpls + (K/Kp)l 
f 


(Kp/Ki) é chamada constante de tempo integral ti. Assim: 


Kpls + (1/7) 
91 


Gds) = h 


Consegiientemente, a função de transferência do ramo direto para O sistema da 


Figura 10.7 é: 


Kls + (1/01) 
Gols) = : -— 110) 

Assim, um zero em — ( 1/t;) e um pólo em O vão ser adicionados ao sistema pelo 
uso do controle PI. O fator 1/s aumenta o tipo do sistema de i e remove a possibilidade 
de um erro em regime permanente para uma entrada degrau. Devido à inserção de um 
a diferença entre o número de pólos n e o número de zeros m 


novo pólo e um novo zero, 
o mudará 


não é alterada. Assim, os ângulos para os lugares das raízes n 


nom 


5 ete. 
n-m'n-m 


Ângulos das assímotas = £ 


Entretanto, o ponto de intersecção das assíntotas com o eixo real vai para mais 
próximo da origem e consequentemente acarreta wna redução na estabilidade relativa 


soma de pólos = soma de 4 


n-m 


Ponto de intersec 


(4/t;) resulta na mudança do 
ivo e movendo-o a 
tabilidade relativa 
ho. 


Adicionar um pólo em s = 0 e um zero ci 
ponto de inter: +(1/t;)/(n — m), tornando-o mais pos 
direita e conseqilentemente mais próximo da origem. A redução da 
não é, entretanto, tão grande como no caso do controle integral so: 
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terminada pelo valor do ganho integral Ki, 
le tempo integral Ti. O ganho 
Iha fechada (ver a seção de 


o introduzido é de! 
é determinado pela constante d 

as posições dos pólos em ma 
tulo). 


A posição do zert 
o que equivale a dizer que 
proporcional Kp determina 
controle proporcional, neste capí 


;XEMPLO 3 


Se a planta na Figura 10.7 tem a função de transferência de: 


da El A 
GO = ss + 1) G 

á (a) o tipo do sistema, (b) os erros 
ma entrada degrau e (ii) uma 
ela que ocorreria se existisse 
trole integral (como no 


e tem um controle proporcional mais integral, qual 
em regime permanente quando o sistema é sujeito a (Í) un 
entrada rampa e (c) como comparar a estabilidade com aqui 
(i) o controle proporcional (como no Exemplo 1), (ii) o con 


Exemplo 2)? A constante de tempo integral é 2s. 


Solução 
(a) O sistema terá uma função de transferência de malha aberta dada pela 
Equação [10] como: 
e Kpls + (1/%1Gpl9) Ky(s + 0.5) 
Gols) = = 
s ss + 1) 


é tipo 2. Ver Capítulo 7 para maiores discussões. 


O sistema 
para uma entrada degrau é zero 


(b) (i) O erro em regime permanente ess 
stema tipo 2 (ver Capítulo 2). 

o sistema tipo 2 dá um erro zero em 
O sistema é então melhor do 
nho e o mesmo que para O 


para o sis 


(ii) Para uma entrada rampa, 1/5, 
regime permanente (ver Exemplo 2). 


que com o controle proporcional sozi 


controle integral sozinho. 
(c) Para a situação de controle proporcional mais integral, o sistema tem uma 
de transferência de: 


Kps (1/0 
G(s) 
1 Kps + OZGAN 


Kols + OSMOS + DJ/s 


= T4 Kls + 05] + DI/s 


Kosos) 
ss + 1) + Kas + 0.5) 
A equação característica é: 
ss? 4 Kps + 0,5Kp= 0 


O arranjo de Routh (ver Capítulo 8) para essa equação é: 


ela Kp 
eI 0,5Kp 
s! | 0,5Kp 
sº | 0,5Kp 


A primeira coluna é toda positi ai i 

estável quando Kp é mer A E RE ni 
e l k o controle proporcional ao 
integral resulta na recuperação da estabilidade relativa. A Figura 10.9 
mostra o dingrama do lugar das raízes para o sistema aa se 
comparado com o diagrama do lugar das raízes na Figu 1 6) E 
controle proporcional e integral separado Comparando com o E 
proporcional, a estabilidade relativa do controlador PI é O 
assíntotas ficam mais próximas do eixo imaginário: mas, compar NRO o 
o controle integral sozinho, o controle PI empurra os lu iss 
para o semiplano esquerdo do plano s. RR 


Imaginário 


Controle PI 


-05 Pólo duplo 


Figura 10.9 Exemplo 3 
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CONTROLE DERIVATIVO 


a forma de controle derivativo, a saída do controlador é proporcional à taxa de 


ão do erro e com o tempo, isto é: 


de un 


Saída = Ka qr 


contece 


onde Ka é o ganho derivativo e tem a unidade de s. A Figura 10.10 mostra o qu 
quando existe um erro em rampa. Com controle derivativo, tão logo o sinal de erro 
pareça, a saída do controlador pode tornar-se grande, já que a saída é proporcional à 
taxa de variação do sinal de erro e não do erro propriamente dito. Isto pode fornecer uma 
tes que um grande sinal de erro realmente ocorra. Entretanto, se 


ão correti 
o erro é uma constante, então não existe ação corretiva, mesmo que o erro seja grande. 
O controle derivativo é insensível a sinais de erro constantes ou de variação lenta, è 


o sozinho, mas combinado com outras formas de controle. 


grande a 


consequentemente não é usadi 


Erro 


Tempo 


Saída do 
controlador 


Tempo 


Figura 10.10 Controle derivativo. 


[11] para controle derivativo, 


Tomando a transformada de Laplace da Equa: 
obtemos uma função de transferência saída(s)/e(s) de: 


Ge (8) = Kas 112) 
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Portanto, para o sistema em malha fechada mostrado na Figura 10.1 a presença 
do controlador derivativo resulta em uma função de transferência de: 


KasGpl) ii 


EN R 


O(S) + cite!) 


Figura 10.11 Controle derivativo. 


cancela um s no 


Se a planta é um sistema do tipo | ou maior, a ação derivativa 
denominador e reduz a ordem de 1, Entretanto, como mencionado anteriormente, a ação 
derivativa não é usada sozinha, mas juntamente com outras formas de controle, e aumenta 
a velocidade de correção da resposta de um sistema ão erro 


e implementar a lei de controle derivativo, na prática 
dor em avanço (ver 


Dada a dificuldade de s 
um controle derivativo aproximado é obtido usando-se um comper 
posterionnente neste capítulo). O controlador tem a função de transferência da forma 


K(s + D/s + p), com p > 2. 


CONTROLE PROPORCIONAL MAIS 
DERIVATIVO 


Se o controle derivativo é combinado com o controle proporcional (Figura 10.12), a 


função de transferência torna-se: 


Gols) = (Kp + Kas)Gp(s) 


Gots) = Kal(/tu) + s1Gp(s) LGI] 


onde Ta = Kp/Kg e é chamado constante de tempo derivativo. Nesta forma de controle, 
um zero é introduzido em s =-1/tą. Também nenhuma mudança ocorreu no tipo do 
sistema, e portanto no erro em regime permanente. 
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1 
| 
UND Fere) 
2 i 
i 
1 
1 
Figura 10.12 Controle proporcional mais derivativo. 
TA 
EXEMPLO 4 
ncia de: 


Se a planta na Figura 10.12 tem uma função de transferê 


7 1 
Gold = case i) 


) o tipo do sistema, (b) os 
uma entrada degrau e (ii) 
e? A constante de tempo 


derivativo, qual será (a 
o sistema é sujeito a (i) 
ondição para estabilidad 


e tem um controle proporcional mais 
crros em regime permanente quando 
a entrada rampa e (c) qual é a ci 
ativa é de 2 $. 


Solução 


(a) O sistema terá uma função de transferência de malha aberta dada pela 


Equação [14] como: 
Kals + 0,5) 

Gl) = Kalita + SIG) = Sisa 1) 

Assim, o sistema é do tipo 1. Ver Capítulo 7 para maiores discussões. 

é zero para uma entrada degrau em 


(h G) Oerroem regime permanente ess 
ambém Exemplo | neste capítulo. 


um sistema tipo 1. Ver Capítulo Tel 
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(o) 


Gi) Para uma entrada l 
ada rampa, a entrada O(s) é 2 e o erro em regime 


permanente é: 
esa | re 0(0) 
saol 1+ Gois) + 
es = lim |s da l 
eo | E Kais + 0556 + DI? 
Ri! 
0,5Ka 


Já que (1/t4) = 0,5 = K/Ka, então: 


1 
tt 
Ka 


Para um controlador de ação proporcional mais derivativo, o sistema tem 


uma função de transferência de: 


1 Kals + 0.,5)Gp(S) 


Gi) = 
I) = 4 Kals + 05G) 


ELE Gies 0.S1/sts + 1) 
T+ Kals + OSIL + DI 


a Kals + 0.5) 
ss + 1) + Kals + 0,5) 


A equação característica 
s+ (1+ Ka) s +05Ka= 0 


Ø arrånjo de Routh (ver Capítulo 8) para essa equação é: 


Fri 0,5Ka 
s' | 1+ Ka | 
sº | 0,5Kg 


A primeira coluna é toda positiva, e o sistema é estável se Kg é posi 
A Figura 10.13 mostra o diagrama do lugar d 


raízes na Pigura 10.6 


pode ser comparado com os diagramas de lugar 


para ação proporcional e integral separadas. 
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Imaginário 


Real 


Figura 10.13 Exemplo 4. 


CONTROLE PID 


Um controlador proporcional mais integral mais derivativo (PID), ou controlador de 1 
da forma mostrada na Figura 10.14, terá uma saída, para uma 


termos, em um sistema 
entrada de um erro e, d 


; de 

Saída = Kpe + Ki J KERSE [15] 
A função de transferência, saída(s)/e(s), do controlador é: 

Bro to 116) 


Gels) = Kp + = + Kus 


Ko 


Integral 


BaS) 


Figura 10.14 Controle PID. 
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Como a constante de tempo integral Ti é Kp/K; e a constante de tempo derivativa 
Ta é Kp/Ka, a Equação [15] pode ser escrita como: 


Gas) = n| l+ 


Gus) = s[i tit w) u7 
f 


A função de transferência de malha aberta para o sistema mostrado na Figura 
10.14 é: 


Gots) = GAGp(S) = nfi tat jaw 


Kl A 1 E DGO 
ts 


Gols) = Lis] 

Assim, o controlador PID aumenta de 2 o número de zeros e de 1 o número de 
pólos. O fator 1/s aumenta o tipo de 1. Considera-se que na equação acima foi utili 
um diferenciador ideal. Na prática, como indicado anteriormente neste capítulo, é 
utilizado um compensador em avanço. 


EXEMPLO 5 
Se a planta da Figura 10.14 tem uma função de transferência de: 


1 
Gols) = = 
Cp) = (541) 
e tem um controle PID, qual será (a) o tipo do sistema, (b) os erros em regime permanente 
quando o sistema é sujeito a (i) uma entrada degrau e (ii) uma entrada rampa, (c) as 
posições dos pólos e zeros, e (d) a condição para estabilidade? A constante de tempo 
s e a constante de tempo integral é de 2, — 


deri a é de ( 


Solução 


(a) O sistema terá uma função de transferência de malha aberta dada pela 
Equação [18] como: 
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ph 
€ 


Kpltis + 1 + titas?) Gpl) eptó ri 
Gols) = n aA A 


pd + DO) KE EEEN 
Eli 2s = 36+) 


Ks + 1) 
Gols) = ni 
Assim, o sistema é do tipo 2. Ver Capítulo 7 para maiores discussões. 
é zero para uma entrada degrau em 


i) Oerro em regime permanente ess n i 
aie i lo 7 e também Exemplo 2 neste 


um sistema tipo 2. Ver Capítu 


pítulo. 


n uma entrada rampa, © erro em regime 


ii) Para um sistema tipo 2 com | 
as ambém Exemplo 2 neste 


permanente é zero. Ver Capítulo 7 e t 
capítulo. 


(c) A função de transferência de malha aberta na parte (a) anterior ran a a 
o sistema tem um zero de malha aberta em — 1 e dois pólos em 0. Um dos 


pólos originais é cancelado com um zero introduzido pelo controlador. 
(d) Para uma situação de controle PID, o sistema tem uma função de transfe- 


rência de: 


Kal + 1/28? 


CS Pã ras + Ae 
K+ D 
HRK +) 


A equação característica é: 


2824 Kps + Kp= 0 
equação é: 


O arranjo de Routh (ver Capítulo 8) para 


A primeira coluna é toda positiva, e o sistema é estável se Kp é positivo. 
A Figura 10.15 mostra o diagrama do lugar das raízes para o sistema. 


Imaginário 


o Real 


Figura 10.15 Exemplo 5. 


AJUSTE DE GANHOS DO CONTROLADOR 


O controle proporcional requer que apenas uma variável seja determinada, o ganho 
proporcional Kp, para que o sistema de controle tenha um comportamento dinâmico 
desejado. O controlador PI requer a determinação de duas variáveis, o ganho proporcio- 
nal Kp e o ganho integral Ki. Para um controlador PID, as três variáveis têm de ser 
determinadas: o ganho proporcional Kp, o ganho integral Ki e o ganho derivativo Kg. A 
seleção dessas variáveis possibilita localizar os pólos e zeros introduzidos pelo contro- 
lador a ser determinado e, portanto, afetar a estabilidade do sistema de controle. 


O termo sintonização é usado para descrever o processo de selecionar a melhor 
regulação para o controlador, Existem vários métodos para fazer isto: aqui apenas dois 
serão discutidos, ambos por Ziegler-Nichols. Ambos os métodos são baseados em 
experimentos e análise, e são regras úteis e usadas com regularidade. O primeiro método 
é fregiientemente chamado método da curva de reação do processo. O procedimento 
desse método é abrir a malha de controte tal que nenhuma ação de controle ocorra, 
Geralmente isto é feito entre o controlador e a unidade de correção. Um sinal de entrada 
de teste é então aplicado à unidade de correção e à resposta da variável medida do 
isto é, o sinal de erro. O sinal de teste deve ser o menor possível. 
. A curva do sinal 


processo determinada 
A Figura 10.16 mostra a forma do sinal de teste e uma resposta típi 


medido no tempo é chamada curva de reação do processo. 


e E 
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O outro método é chamado método do ciclo máximo (ultimate). Primeiro, as 


s ações integral e derivativa são reduzidas para seus valores mínimos. A constante propor- 
E cional Kp é ajustada para um valor baixo e então é gradualmente aumentada, É o mesmo 
g que dizer que a banda proporcional é diminuída gradualmente. Enquanto este ajuste 
E acontece, pequenos distúrbios são aplicados ao sistema. Isto é feito até que apareçam 
ã oscilações. O valor crítico da constante proporcional Kpe na qual as os s aparecem 
é observado e o período das oscilações Te é medido. A Tabela 10.2 mostra como 
érios de Ziegler Nichols recomendados para sintonia de controladores estão relio vom 
ados a esse valor de Kpe. A banda proporcional crítica é 100/K pe. 
Tabela 10.2 Critérios do ciclo máximo de Ziegler-Nichols 
9 
2 Modo de controle Kp Ki Ka 
ê a 
E Proporcional 0,5 Kpc 
6 Proporcional + Integral 0,45 Kpo 1,2/Te 
Proporcional + Integral + Derivativo 0,6 Koo  2,0/Te T8 


EXEMPLO 6 


Determinar os ajustes de Kp, Ki e Kg requeridos para um controlador PID que dá a curva 


de reação do processo mostrada na Figura 10.17 quando o sinal de teste provocava uma 
variação de 6% na posição da válvula de controle. 
a 
N ) 
intercepta o eixo de tempo no gráfico $ ! 0 
critério recomendado por Ziegler-Nichols para ajuste dos controles buscados nos valores | 
de P, R e L. E Sp- N 
ga E 
8 t9 
Tabela 10.1 Critério da curva de reação do processo de Ziegler-Nichols. 3 á ú 
DE nes ai rss 5 o) 
Modo de controle Kp Ki Ka 52 
ais = af dE "S pe 
Proporcional PIRL 1 
f s A i 
Proporcional + Integral O,9PIRL  1/3,33L 0585706 150 200 250 300 380 400 450 500 550 3 
12P/IAL Wal OSL Tempo a partir do início do sinal de teste s 


Proporcional + Integral + Derivativo = 
Figura 10.17 Exemplo 6. 
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Solução 
o uma tangente na parte de gradiente máximo da curva, temos um atraso L de 


Traçande 
Traçand 01,017%/s. Portanto: 


150s e um gradiente R de 5/300 = 


Po RSS, ioga 
fp RL — 0017 x 150 


= = 0,0056857! 
12 x 150 


9,5 x 150 = 75s 


(EMPLO 7 


a um sistema de controle é feito pelo método 
am quando a banda propor- 
os valores 


ajuste de um controlador PID par 
imo (ultimate), vemos que as oscilações começ: 
es têm um período de 500s. Qui 


Quando o 
do ciclo máx | 
cional é diminuída de 30%. As oscilaç 


convenientes de Kp Ki e Ka? 


Solução 
m 100/30 = 3,33. Pelo 


O valor crítico de Kpe é 100/banda proporcional crític: 


critério dado na Tabela 10.2: 
=0.6Kpc= 0,6 eR 
Kp = 06Kp = 06x3. o 


Ki = n 2 = 0.0045 
Ba N, Ê 


AÇÃO DE VELOCIDADE 


onamento de algum objeto. por exemplo. o braço 
a responda rapidamente a erros 


REALIMENT 


Em muitos sistemas envolvendo o pos 


de um robô, uma característica import o 
essivas ou sobre-sinais 


ante é que o sistema 


. Isto pode ser obtido inserindo dentro 


não produza oscilações exc 
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do ramo de realimentação principal um ramo de realimentação menor, introduzindo assim 
uma realimentação de velocidade. O termo realimentação de velocidade é usado para 
descrever um ramo de realimentação onde o sinal realimentado não é o valor da saída 
sim mas, a razão de variação da saída com o tempo. Nesse caso, a saída do ramo de 
realimentação está relacionada com sua entrada por: 


dO 


Saída = Ky 9 
aida = Ky q, 119] 
e então a realimentação tem uma função de transferência de: 

Is) = Kys 1201 


K, é uma constante, o ganho de realimentação, com unidade s. 


O termo realimentação de posição é usado em tais circunstâncias para designar 
realimentação do valor de saída. Esses termos aparecem de denominações anteriores de 
sistemas para controle da posição de algum objeto; a realimentação de posição sendo 
então uma medida das posições dos objetos, e a realimentação de velocidade sendo uma 
medida da velocidade do objeto. A Figura 10.18 mostra um sistema com ambas as formas 
de realimentação. Para tal sistema, a função de transferência de malha aberta é: 


ul a z 
(to GK ys n 
e a função de transferência de malha fechad 
GANG) 
G6) = 1221 


i+ GKS + GANG) 


Conto 
ots) pader. Planta ae 
a Gals) GaS) ol 
Realimentação 
de velocidade 


Realimentação de posição 


Figura 10.18 Sistema com realimentação de posição e velocidade. 
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O efeito da realimentação de velocidade introduz um termo Gp(s)Kys no 
denominador e, portanto, na equação característica. 

O efeito disto pode ser visto considerando-se um exemplo. Considere um 
sistema com controle proporcional, ganho Kp, e uma planta com função de transferência 
1/s (s + a). A função de transferência de malha aberta é: 


Ko/48 + a) 
CO) = | 4 ks/ats + a) 


Kp, 
s(s + a) + Kys 


Ky 
23 
ss tat K) 


A realimentação de velocidade modificou o denominador, e portanto a posição 
da malha aberta. As raízes, na ausência da realimentação de veiocidade, são O 
e-a, e agora passam a ser O e = (a + Ky). A Figura 10.19 mostra o eleito no diagrama 
do lugar das raízes. Como consegiência da realimentação de velocidade, a estabilidade 
relativa foi aumentada, o amortecimento aumentou para a mesma frequência angular 
natural, € esta aumentou para o mesmo amortecimento, O sobre-sinal percentual é 


(Equação [33], Capítulo 3 


ae |x o0% 
e Jem 


das raí 


a 
2 


alê Imaginário 


| Deslocamento | € J 
Imaginário devido area. | ai | Aumento na frequência 
limentação de | y., | angular para um mesmo 
velocidade amortecimento 
2 


a? TRE 
a O Real 


Real 


Ângulo q é 
reduzido, au- 
mentando o 
cos 4 e portan- 
to o amorteci- 
(a mento (b) 
Figura 10.19 O efeito da realimentação de velocidade: (a) sem e (b) com realimentação 


de velocidade. 


particutar de freqiine 


Gp 


e realimentação de posição unitária. (a) Que ganho 
fregiiência angular 


para a mesma frequência 


Gols) = 


Como 0 = cos 4, então: 


x 100% 
) 


Sobre-sinal = S 


x 100% 


cos 
= exp| = 
Nsenty 


im, O sobre-sinal percentual é; 


Sobre-sinal = exp (= 1/4g $) x 100% 
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Ba] 


O efeito de incluir a realimentação de velocidade é reduzir Q para um valor 


EXEMPLO 8 


l 
s64 1) 


ural seja 2 
(6) Se a realimenta 


angular? 


Solução 


Ey 
ss +1) 


(b). Qual o coefi 
de for introduzida, como na Fi 


natural angular. Isto significa uma redução na tg Q e conseqüen- 
temente uma diminuição no sobre-sinal percentual. 


Um sistema em malha fechada tem um conirolador proporcional de ganho Kp, uma planta 
de função de transferne 


porciona! é necessário para que a 


nte de amortecimento nessa 


qua! o ganho de velocidade necessário para que a razão de amortecimento seja duplicada 


Os diagramas dos lugares das raízes para o sistema sem e com realimentação de 
velocidade serão du mesma forma que os dados na Figura 10.19. 


(a) A função de transferência de malha aberta do sistema é: 
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As raízes de malha aberta são 0e- 1. A função de transferência de malha 
fechada é: 
Kp/sts + io = 
GO = rr + E + kn 
A equação característica é: 


P+stkp=0 


As raízes dessa equação são: 


Assim a frequência angular natural œn é (Figura 10.20): 


w? = 0,5? + (Kp — 0.25 
Portanto, para On = 2rad/s, Kp = 4.0. 


Imaginário 


Figura 10.20 Exemplo 8. 


é arta a Figura 10.20: 
(hy O coeficiente de amortecimento Gé cos h e. portanto, pela Figura 10. 


t= fá vos 
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(c) Com realimentação de velocidade, a função de transferência de malha 
aberta torna-se, como indicado pela Equação [23] anterior: 


a == Basi 
Go e LAE 


Os pólos de malha aberta passam a ser O e — (1 + Ky). O diagrama de lugar das 
raízes fica como mostrado na Figura 10.21. Então: 


Imaginário 


Figura 10.21 Exemplo 8. 


HO + KY) 
% = cosġ= TA 


Já que 0, permanece em 2 rad/s e & é duas vezes 0.25, então: 


HLHK)=05x2 


eky=1. 


COMPENSAÇÃO 


Compensadores podem ser definidos como componentes inseridos em um sistema de 
controle de forma a melhorar o desempenho do controlador. Se um controlador é 
puramente proporcional. então. por exemplo. um controlador PI pode ser considerado 
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um controlador proporcional com um compensador integral. Quando o compensador é 
incluído no ramo direto da malha de controle, então é dito ser um compensador em cascata. 
Assim, o compensador integral é um compensador integral em cascata. O efeito de incluir 
tal compensador foi discutido anteriormente neste capítulo, acarretando principalmente uma 
melhoria na resposta em regime permanente e uma redução na estabilidade. 


Compensadores com desempenho melhorado são usados pai a alterar e dar nova 
forma ao lugar das raízes. O compensador integral introduz um pólo na origem e muda 
a posição e a forma dos lugares das raízes (ver Figuras 10.6 e 10.9 para um exemplo com 
tal efeito). Duas formas de compensadores em cascata usados comumente têm a função 


de transferência: 


Kis + =) (25) 


DN 


o compensador sendo chamado compensador em atraso em cascata quando z > p e 
compensador em avanço em cascata quando = <p. Ambos introduzem um pólo e um zero 
em malha aberta, as posições relativas do pólo e do zero, mas diferem entre si. 


introduz um pólo em malha aberta mais 


Um compensador em atraso em casc; 
próximo da origem do que o zero. Em muitas considerações é como o controle propor- 
cional mais integral, a principal diferença sendo, entretanto, que o pólo introduzido não 
está na origem. Como no controle PI, o ponto de intersecção das assíntotas com o eixo 
real é movido para a direita, e assim existe uma redução na estabilidade. Os ângulos da 
assíntotas não mudam, já que não existe mudança em (n = m). Como não foi introduzido 
o fator 1/5, não existirá mudança no tipo do sistema. 


Um compensador em avanço em cascata introduz um zero mais próximo 
origem do que o pólo. Em muitas considerações, é como o controle proporcional m 
derivativo, a principal diferença sendo, entretanto, que o zero não está na origem, Como 
no controle PD. o ponto de intersecção das assíntotas com o eixo real é movido para a 
esquerda, e assim existe melhor tabilidade. Os ângulos das assintotas não mudam, 
já que não existe mudança em (1 = m). Como não foi introduzido o fator 1/3, não existirá 
mudança no tipo do sistema, 


EXEMPLO 9 


Mostre o efeito no diagrama do lugar das raízes de um sistema com uma função de 
transferência de malha aberta 


Gols) 
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da introdução no ramo direto de um compensador em avanço com a função de transte 
rência: 


Gels) = 


estabilidade relativa. 


e explique o efeito na 


Solução 


O sistema não compensado tem as raízes em malha aberta em O e — | e nenhum zero. As 
assíntotas estão nos ângulos de +n /2 e intercepta o eixo real em — 1/2, já que n- m = 2 
Existe lugar das raizes no eixo real entre as duas raízes, O ponto de partida do lugar das 
raízes do eixo real está em = 0,5. O diagrama do lugar das raízes é consequentemente 


como mostrado na Figura 10.224). 


O sistema compensado tem uma função de transferência de malha aberta de 


n Kis + 2) 
G) = q D +B) 
ixistem então raízes em malha aberta em 0, = 1 e — 8 com um zero em — 2. As 
assíntotas estão nos ângulos de t nt /2 e intercepta o eixo real em — 7/2, já que nm = 2. 
Existe lugar das raízes no eixo real entre O e = 1,e-2e — 8. O ponto de partida do eixo real 
continua ainda em — 0,5. O diagrama do lugar das raízes é mostrado na Figura 10,22(h) 


Imaginário Imaginário 


-8-7-6-5-4-3-2-1] |0 Real =8>7-6-5- 


(a) (b) 


Figura 10.22 Exemplo 9. 


Como o ponto de intersecção das assíntotas com o eixo real moveu-se de — 0,5 
para = 3,5, ocorreu uma melhoria na estabilidade relativa. 
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IMPLEMENTAÇÃO DAS LEIS DE CONTROLE 


Em sistemas de controle elétricos são frequentemente utilizados amplificadores opera- 


as leis de controle des: 


cionais como base para gerar 
básica de tal amplificador na forma inversora. O ampli cador tem duas entradas, uma 


entrada inversora (=) e uma entrada n; ersora (4). Para utilizar como amplificador 
entrada é conectada através de um resistor Ry à entrada inversora do 
ador e a entrada não-inversora do amplificador é conecta à terra. A realimen- 
a via resistor Ro. O amplificador operacional tem uma função de tra 

da ordem de 100000 ou maior. e a variação na sua tensão de si 
a + 10V. Para gerar essi saída com essa função de transferênc 
a tensão de entrada deve estar entre 0.001 V e -0,0001 V. Isto é virtualmente zero, e então 
o ponto X está em um potencial de terra virtual. Por essa razão é chamado terra virtual. 
A diferença de potencial em Ry é (Vi — Vx), portanto o potencial de entrada Vi pode-se 
sobre Ry, e então: 


inversor, 
amplifi 
tação é obtid: 
cia muito grande, 
geralmente limitada para 


considerar que es 


Vi=hR1 


Figura 10.23 A forma inversora do amplificador operacional. 


O amplificador operacional tem uma impedância muito grande; portanto. ne- 
nhuma corrente flui em X. Assim, a corrente 7 circula em R2. Como X é o terra virtual, 
então, já que a diferença de potencial em R2 é (Vx — Vo). a diferença de potencial em R2 


será — Vo. Portanto: 


Vo= to 


Função de transferência = qo = 
1 
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> A função de transferência é determinada pelos valores relativos de R2 e Rj. O 
sinal negativo indica que a saída está invertida, isto é, 180° defasada, em relação à 
entrada. 


Equação [26] indica, o amplificador operacional inversor tem um ganho 
de — Ra/R4. O sinal menos pode ser eliminado. passando esse sinal de saída através de 
um outro amplificador operacional que tenha R2 = Ry e ganho de —1. A combinação 
(Figura 10.24) é então um controlador proporcional com: 


Come 


k = 8 
"Ri 1271 


Saida 


Figura 10.24 Controlador proporcional. 


Um controlador integral pode ser obtido substituindo-se por um c: 
tor de realimentação (Figura 10.25). Para o capacitor, a Equação [20], Capítulo 2, 


Figura 10.25 Controlador integral. 
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Assim: 


Vo) 


e então a impedância Z é dada por: 


[28] 


Z) = 


ional com o capacitor na realimentação, 


Para o circuito do amplificador opera 


a Equação básica [26] pode ser escrita como: 


Z 
Função de transferência = =< 129) 
Zi 


Como Zi(s) = Rj e Z2(s) = 1/Cs, então: 


ape) 
RCs 


Função de transferência 


O circuito, quando combinado com um outro circuito operacional de função de 
transferência — |, como na Figura 10.25, dá: 


1/R,€) 
: “e [30] 


Função de transferência = 


é portanto é um controlador integral com Kj = (U/81O. A Figura 10.20 mostra como o 
circuito pode ser adaptado para dar um controlador PI. Para esse circuito: 


Zu) = Ro 1 


Ri + 1/Cs Ra (RIC) 
= 4 doi Bi 


Função de transferência = = Ri Si i 


com Kp = Ro/Ri e Ki = IRC. 
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R 
4 [a 
Erro EF = DS 
í Saida 


Figura 10.26 Controlador PI. 


A Figura 10.27 mostra como um controlador derivativo pode ser obtido. Para 
o amplificador operacional com o capacitor e o resistor na linha de entrada temos, para 


a Equação [29], Rze: 
a E 
POER (tos Cs 
A 
a eg end 
RA Ç 

af 

Erro E Re”. 
| Saida 

Diferenciador Inversor 


Figura 10.27 Controlador derivativo. 


Pela equação [29]; 


RCs 
RCs + 1 


Função de transferência = 


Combinando esse circuito com um que tenha a função de transferência de — 1, 
temos: 


RCs 


RCs + 1 1321 


Função de transferência 


EXZAMEEAMMBMRASAM, 
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a stra como O 
O circuito tem um ganho derivativo Kg de R2C. A Figura 10.28 mostra 


PD. 
circuito pode ser modificado para ser um controlador 


m stalin e 
La S i o > E a d; 


Figura 10.28 Controlador PD. 


ador PI e o controlador D 


e eireuitos dd e l 
a como os circuitos do control CESES 
PN Je transferência é então: 


A Figura 10.2 ol 
podem ser combinados para dar um controlador PID. A função d 
R OZRIC) RCs DA 

Função de transferência = Ri + s x 


com Kp = R/R, Ki = UR1C1 € Ka = RaC2. 


Integral 


Eno 
Saida 


Derivativo 


Figura 10.29 Controlador PID 


Formas pneumáticas de controladores proporcional, integral e derivativo são 
usadas em muitos sistemas de controle de processos. A Figura 10.30 mostra a forma 
básica de um controlador proporcional pneumático. Quando a pressão do processo é igual 
à pressão de referência (set-point), o conjunto bocal-palheta (nozzle-flapper) tem uma 
da com erro zero. Quando a pressão não está no valor de referência, a palheta (flapper) 
gira e varia a distância entre o bocal (nozzle) e a palheta (flapper). O resultado é uma 
variação na pressão de saída. Essa pressão varia até que o fole de realimentação exerça 
uma força para equilibrar aquela devida ao fole do processo, 


Deslocamento da palheta 


Set:point de pressão —» Pressão do processo 


Fole de realimentação 
v 


— Saida 


Bocal-palheta 


t 


Pivô ; : 
Alimentação 


Figura 10.30 Controlador proporcional pneumático. 


A força devida à diferença de pressão entre o fole de referência e o fole do 
processo é a (Pp — Ps) Ay, onde Pp é a pressão do processo e Ps é a pressão de referência. 
Ay é a área efetiva dos foles, considerados iguais. O momento angular dessa força sobre 
o pivô é (Pp = PX) Ard, onde dy é a distância do ponto de aplicação dessa força ao ponto 
de pivotagem. A força devida ao fole de realimentação varia daquela que ocorre quando 
a pressão de relerênci ão do processo são iguais para (Pout — Po) A2, onde a 
pressão de saída é Pout € Po é o valor da pressão de saída quando não existe erro. Ay é à 
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mento angular no pivô devido a essa força é 


limentação. O mon 
ponto de aplicação ao ponto de pivotagem. 


área efetiva do fole de ri 
(Pout = Po) Ada, onde da é a distância de seu 
O equilíbrio ocorre e a palheta pára de se mover quando: 


(Pow Po) Azda = (Pp = Ps) ADI 


e então: 
[34] 


o na pressão de saída = Pow— Po = Kp (Pp- Po 


Varia 
onde Kp é a constante de proporcionalidade e é igual a Aydi /A2d2. 
forma básica de um controlador proporcional e integral 
rocesso e o de referência resulta em 
ída e a pressão no fole proporcional. 
lar resultante da força 
a entre o fole de 
ado apenas 


A Figura 10.31 mostr 
co. A diferença na pressão entre O fole do p 
lheta. Isto varia a pressão de saí 
O resultado é um movimento da palheta até que o momento angu! 
exercida pelo fole proporcional equilibre aquela que resulta da diferenç: 
referência e o fole do processo. Enquanto isto ocorre, O fole integral é a 
pelo atraso de tempo introduzido pela restri € 

ima da pressão de saída, move a palheta e faz variar a pre 


pneum 
um movimento da pa! 


o. Entretanto, à medida que o fole integral 


io de saída. 


lentamente sobe a 
Set-point Processo 


Palheta 


Alimentação 


Restrição 
variável 


Figura 10.31 Controlador pneumático PI. 
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a forma básica de um controlador proporcional mais 


A Figura 10.32 mostra 
derivativo pneumático. A restrição no fornecimento de ar para o fole proporcional 
gnifica que ele não pode responder rapidamente a mudanças na pressão do ar. Assim, 
de pressão entre o fole 
ão consequente 
trição impede o fole 


quando a palheta se move como consequência de uma di 
de referência e o fole do processo, o ar que 

na pressão de saída é uma variação bastante rápida, já que a rí 
proporcional de responder rapidamente, O resultado é uma variação que é proporcional 
à taxa de variação da diferença de pressão entre o fole de referência e o fole do processo 

Com o tempo, o fole proporcional responde e uma variação que surge é proporcional — 
diferença de pressão entre o lole de referência e o fole do processo. A restrição na linha 
ível, já que determina o valor de K 


capa do bocal varia. A varia 


para o fole proporcional é geralmente vari 


Pressão do 


processo Set-point de pressão 


Restriação variável 
Saída 


o Alimentação 


Figura 10.32 Controlador pneumático PD 


A Figura 10,32 torna-se um controlador PID se uma outra variável de constrição 
é introduzida no ponto X, tal constrição introduzindo o elemento integral mostrado na 


Figura 10.31. 
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PROBLEMAS 


M 


amo direto de: 


Um sistema realimentado tem uma função de transferência do ri 


1 
a(s + ds + 5) 


al será o erro em regime permanente para uma entrada rampa 
ido no ramo direto e 


e realimentação unitária, Qı 
unitária se (4) um controlador proporcional com ganho 4 for introdu 
pral com constante de tempo 2s é usado em vez do controlador 


(h) um controlador inte; 
proporcional? 

zes introduzidas em um sistema reaiimentado 
ante de tempo 2s. for introduzido 


Quais serão os zeros de malha aberta e as 
«e um controlador PI. com ganho proporcional 4 e const 


no ramo direto? 


Um sistema realimentado tem uma função de tra nsferência de: 


porá 


Cle ie Vito 2) 


a dos lugares das raízes com o eixo real se 


ante de tempo integral de 5s e 


De quanto o ponto de inter 


moverá se um controlador PI for introduzido com uma const 


um ganho proporcional de 2? 


Um sistema realimentado tem um controle proporcional mais derivativo para uma planta 


seguinte função de transferência do ramo direto: 


com 


a uma frequência natural angular de 


Selecione os valores de Kp e Ku tal que o sistema teni 
0,5 rad/s e um coeficiente de amortecimento de 07 
Um sistema de controle PID é usado para controlar uma planta tendo uma função de 


transferência de: 


repara ! -- à 
staj +3- |) 
s o controlador PID tem uma constante de tempo integral de 4s e uma constante de tempo 
ño as raízes da malha aberta e os zeros do sistema de controle? 


derivativa de Is. quais ser 


curva 


Determine os ajustes de Kp Ki € Ka necessários para um controlador PID que dá un 


de reação do processo con um atraso L de 200s e um gradiente X de 0,010% quando o 
Sinal de teste varion de SE para a entrada da unidade de corre 


9 


10. 
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nro a sintonização de um controlador PID é feita pelo método do ciclo máximo 

fa tonn irma e que as oscilações começarão quando a banda proporcional for 
entada para com as oscilações tendo um período de 200: ai Ñ al 

on elo período de 200s. Quais serão os valores 


am, efeitos em um sistema de controle de se incluir (a) controle proporcional, (h) 
controle inte gral, (c) controle proporcional mais integral, (d) controle proporcional mais 
derivativo, (e) controle proporcional mais integral mais derivativo. | 


plique qual é o significado de realimentação de velocidade e as razões para seu uso, 


Qual é o valor má 
mostrado na Figura 10.33 com realimentação de velocidade e de posiçã 


LS) 


imo do ganho K que dará as condições de estabilidade para o sistema 
o? 


Figura 10.33 Problema 10. 


12. 


Qual é o efeito de interceptar as assíntotas com o eixo real no diagrama do Jugar das raíz: 
€ portanto a estabilidade relativa. introduzindo-se (a) um compensador cm vidi 
função de transferência (s + 2)4s + 3) e (h) um compensador em atraso de fani do a 
transferência (s+ 3)/s + 2) no ramo direto de um sistema realimentado tendo uma fam o 
de transferência de malha aberta de 1/[s(s + 1)]? f Rd 


Esboce os diagramas de lugares das raízes para um sistema realimentado tendo uma fun 
de transferència de malha aberta de: 


K 


On USE 
= aa) 


quando (er) não compensado, (b) com um compensador em avanço tendo uma função de transe- 
rência de (s + D/(s + 2) e (e) com um compensador em atraso tendo uma função sferê 
em do u 
Eu de rência 


plique como amplificadores operacionais podem ser usados para fornecer formas de 
controle proporcional, integral e derivativa. i 


MAKRON 
Monta 


RESPOSTA EM FREQUÊNCIA 


INTRODUÇÃO 


No Capítulo 6, foram consid saídas do: 
impulso, degrau ou rampa. Este capítulo estende 
uma entrada senoidal, Embora para muitos sistemas uma onda senoidal seja normal- 
mente aplicável, é uma entrada de teste muito útil, Desde que o sistema responda a ta 
entrada, é uma fonte muito utilizada de informação para auxiliar o projeto e a análise de 


stemas quando sujeitos a uma eni 
consideração para quando existe 


sistemas. 


regime perma 


O termo resposta em frequência é definido como a resposta 
nente de um sistema a uma entrada senoidal, sendo a respostit monitorada para uma faixa 
de fregiiências. A resposta em regime permanente deve tender a zero. Existem vá 
técnicas usadas para a análise de dados da resposta em frequência. Neste capítulo, duas 


serão consideradas: a de Bode e a de Nyquist. 


RESPOSTA EM FREQUÊNCIA 


ear, a saída é também senoidal e de 


Se uma entrada senoidal é aplicada a um sistema lin 
mesma frequência. A saída pode diferir da entrada en amplitude e em fase. A razão da 
amplitude da saída para a amplitude da entrada é usualmente conhecida como módulo, 
embora algumas vezes seja chamada razão de amplitude ou ganho. O deslocamento de 


fase da saída senoidal relativo à entrada senoidal é chamado fase. A variação do módulo 


e fase com a frequência é chamada resposta em freqiiência do sistema. 
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FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCI. 


A função de transferência G (s) de um sistema pode em geral ser representada por: 


aro K = RAS (3 m) 
Gu = > (A) 
is = pos = pa) e ($ = Pa) 
onde K é o ganho, = 21, = 22, «+ — Em São os zeros do sistema e - pj, —p2 Pu são os 


pólos, existindo m zeros e n pólos. Assim, como G (5) é a a saída pela entrada, 


isto é, G(s) = 05(5)/0;(5), a 


KO = 206 — 


B(s) = (9 End pl 


a senoidal: 


Para unia entrad: 
0; = a sena 
onde a é a amplitude da entrada e w é a fregiiência angular em rad/s: 


aoan a 
3 Prw 


e a Equação [2] torna- 


6 


EO ži 


n) aw 
BI 


+o? 
obtemos uma relação da forma: 
04(5) = termos do regime transitório + termos do regime permanente 


Os termos do regime transitório diminuem com o tempo. Assim, se 0 interesse 
for apenas no estado estacionário, a solução obtida será: 


Bo = alG (jo) sen (ot + q) HI 


A saída em regime permanente é senoidal com a mesma freqüência da entrada. IC uol 
é o módulo da função de transferência G(s) quando s é substituído por jw. A função G(jw), que 
é obtida substituindo-se s por jo em G(s), é chamada função de resposta em fregiiência. Da 
mesma forma que foi apresentada G(s) no domínio s (ver Capítulo 4), podemos falar em Gw) 
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nsferência G(s) no domínio da fregiiência. GGW) pode ser 
a valor de s em G(s) por jo então rearranjando-se a expressão 
i imaginá separadas. 


como sendo a função de trar 
determinada substituindo-se cad ese 
para obtê-la em uma forma que poss 
ficando, portanto, o módulo e a fase. 


identi! 


Considere a função de transferência: 


Fazendo s = jo: 
Gw) = TES 


Multiplicando o numerador e o denominador pela expressão (-jo+2): 


Gio) T E a 2 jo 

e) a aaia pt 

9 rs wA wA 

Essa equação dá a função de transferência no domínio da freqüência como um 


Portanto, o módulo IG(jw)! é (ver nota no final desta 


número complexo na forma x + j) 


seção): 


1G Go) = 


IGG = 


Vo 


c a fase 4 é dada por: 


| 


Como o termo y é negativo e o termo x é positivo, 


tg é = 


tg dé negativoeQéo ângulo 


da atrasa em re! 


no quala 


s. Um quantidade 
parte imaginári 


O que se segue é uma breve recordação de números complexos 


presentada por (x + jy), onde x é a parte real e y 


complexa pode ser te 
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do número complexo. No gráfico com a componente imaginária no eixo y e a real no 
eixo x e y são as coordenadas cartesianas do ponto representando o número complexo 
(Figura 11.1). Alternativamente, pode ser representado na forma polar (ver Capítulo 9) 
como r (cos 4 + j sen 4), onde no gráfico da componente imaginária pela componente 
real r é o comprimento da linha que liga a origem ao número complexo e 4 é o ângulo 
entre a linha e o eixo x. O termo (cos 4 + j sen 4) pode ser representado por Z4, e o 
número complexo por 720, onde r é o módulo e 4 é a fase do número complexo. Pelo 
teorema de Pitágoras, o módulo é dado por: 


iio ii 15i 


e a fase |: 


x 161 


b=? 


Imaginário 


Figura 11.1 Um número complexo. 


Os sinais dos termos y e x devem ser levados em consideração na determinação 
de tg 4. y positivo e x positivo significa que 4 está entre 0° e 90º; y positivo e x negativo 
significa que à está entre 90º e 180º; y negativo e x negativo significa que 4 está entre 
180º e 270°: e y negativo e x positivo significa que q está entre 270º e 360°. 


EXEMPLO 1 


Determinar o módulo e a fase em regime permanente da saída de um sistema quando sujeito 
a uma entrada senoidal de 8; = 2 sen (3t + 60") com uma função de transferência de: 


4 
E 


Gts) =z 
s 
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Solução 
Fazendo s = jw: 


Gqu) = — 


4 
jo + 


| 


Multiplicando o numerador e o denominador da equação por (= jo + 1), temos: 


-jo + 4 4 j4 w 


Gjo) = Eerme n 
4 ti tl PRI 


Portanto: 


Gjo = TE 
(a 


e o ângulo de fase é dado por: 


y 
w=? =-0 


sa em relação à entrada. 


e, como y é negativo e v é positivo, é o ângulo no qual a saída à 
Para 4 entrada especificada, œ = 3rad/s. Então: 


4 
IGjw) = NEER =1,3 


č 


72º. A saída é assim: 


Bo = al G Gol sen (0r + 044) 


onde a é a amplitude da entrada que é igual 2, œ é a frequência angular da entrada de 
3rad/s, O é o ângulo de fase da entrada, e Q é a diferença de fase entre os ângulos da saída 


e da entrada. Portanto: 


B, = 2.6 sen (3t — 12º) 
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EXEMPLO 2 


Para um sistema tendo a função de transferência: 


3 
ape? 


TrA 


em frequência e (b) gerar uma tabela mostrando 


(a) determinar o módulo e a fase da respos 
de o = 0, 2, 10, 100, œ rad/s: 


os valores do módulo e fase com fr 


Solução 
(a) Fazendo s = jw: 


3 


Gm) = RE 


Multiplicando o numerador e o denominador da equação por (+ ja + 2): 


-jw + 6 
(ju) = mto = É ata 
o +4 w +44 i 


A equação é da forma x + jy. Portanto, pela Equação [5]: 


Módulo = r = Vê e 


Gjo = Ie 
a? 


O ângulo de fase é dado pela Equação [6] como: 


+4) 
vu 
mo=, 4 


e, como y é negativo e x é positivo, este é o ângulo no qual a saída atrasa 
em relação à entrada, 


(b) Quando q = 0, IGUO = 3N4 = 1,5. Quando w = 2, IGG) = 3/8 = 1,06. 
Quando w = 10, IGGw) = 3N104 = 0,29. Quando w = 100, IG(jw)l = 
3N10004= 0,03. Quando % =», | GGI = 3/ = 0. 
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= =0". = =-leg=-—45". 
Quando w= 0, tgġ=0e¢ 0º. Quando q = 2, tg O 
Quando w = 10, tg 0 =- 5 e 4 = -78,7". Quando © = 100, tgġ=-50e 
6 = — 88.9". Quando 0 = , tg ẹ == 9 € $ =- 90°. 


o 0 2 10 100 Žž œ 
IS (jo) 1.5 106 029 003 0 
o [o <45) -787 -88,9 -90 


RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA PARA UM 
SISTEMA DE PRIMEIRA ORDEM 


a da forma: 


Um sistema de primeira ordem tem uma função de transferêne 


CE 7 
CM Tra te 
onde t é a constante de tempo. A função resposta em frequência GUÉ) pode ser obtida 


substituindo-se s por jw. Portanto: 


1 
GGO) = 154 jot t81 
Multiplicando o numerador e o denominador da expressão por (1 = jot): 
e a los os 
I Ti LoT D+ ot 

Esta é a forma (x + ji). e o módulo IG(jw)l, pela Equação [5], é: 
Módulo =r 

; 19) 


IGG! = 25, 
(+ at) 
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A fase ọ é dada pela Equação [6] como: 


gg=T=-or itoj 


O ângulo de fase é a quantidade na qual a saída atrasa em relação à entrada, 
desde que o termo y seja negativo e o termo x, positivo. 


EXEMPLO 3 


A função de transferência para um sistema (um circuito elétrico com um resistor em série 
com um capacitor no qual é tomada a saída) é: 
1 
G(s) = z 7 
( RCs + 1 
Quais são (a) a função resposta em frequência G ( jw) e (b) o módulo e a fase 
dessa resposta? 


Solução 
(a) O sistema é de primeira ordem com a constante de tempo T igual a RC. 


Assim, a função resposta em fregiiência será a forma dada pela Equação 
[8], isto é, substituindo s por jw na função de transferência. 


Gu) = 
Mod = E joe 


(b) O módulo é da forma dada pela Equação [9): 


as == 
(+ RC?) 


A fase 6 é dada pela Equação [10] como: 


tgo=-0RC 


FE ni 
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RESPOSTA EM FREQUÊNCIA PARA UM 
SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM 


Um sistemi de segunda ordem tem uma função de transferência da forma: 


tu 


eficiente de amortecimento. A resposta 


é a frequência natural angular e Ç é o cor 
i jo. Assim, a função de resposta em 


em frequência é obtida substituindo-se $ por 
frequência GQ) é dada por: 


or E E 
wl + Poa + og (07 0°) + mm 
2 l 
5 = (0/00) + 2 G) 


Gu) = 


a expressão por: 


Multiplicando o numerador e o denominador d 
2 
[= (ool - 2/0) 


temos: 


a 1 = (0/09)? = 26(00/05) 
09) E ei e 
IGD = Fº (o/0 + [2640/09 


Que está na forma x + jy, CO módulo IG(jw)l, pela Equação [5], é: 


Módulo 
2 
IGG) = —— 112] 
vii- 
A fase 4 é dada pela Equação [6] como: 
[131 


O sinal de menos indica que a saída atrasa em relação à entrada. 
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RESPOSTA EM FREQUÊNCIA A PARTIR DE 
UM GRÁFICO COM UM PÓLO E UM ZERO 


O módulo e a fase de G(jw) podem ser determinados de um gráfico de pólos e zeros para 


um sistema. Suponha um sistema com uma função de transferência como a seguir: 


a) 
e 


Figura 11.2 G(jo). 


‘Tal sistema tem um pólo em s == | (Figura 11.2). Sea entrada é senoidal, entao 
s = jo. Isto define um ponto no eixo jw de acordo com o valor da frequência angular na 
entrada. Na Figura 11.2, 0 = lrad/s. A função de transferência torna-se: 


Petri yada 
E o Na 2a 
Mas V2 é o comprimento da linha que une o pólo ao ponto s = jo, e 245" é o 


ângulo que a linha faz com o eixo real. Assim, GGO) é o recíproco deste, isto é ( 12) 


LAS. 
Em geral, quando a unção de transferência tem um número de zeros e pólos, 
isto é: 
Ko + a + G+ 
dura ł g 
POS (+ mS E PD o (6 E Pa) 
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então o procedimento é: 


1. Marcar as posições de cada pólo e zero. 


2. Marcar a posição s = jo. 


4. Medir as d 


i K x produto das di 
Gjo = e 
produto das distàncias 


ZGH) = soma dos ângulos d: 


ar uma linha de cada pólo e cada zero ao ponto 5 = jo. 


istâncias e os ângulos de cada uma das linhas. 


resposta em frequência é então: 


as tinhas dos zeros = soma 


dos ângulos das linhas dos pólos 


XEMPLO 4 


Um sistema tem uma função de transferência: 


> ss + 2) 
GOS z 
24 


Determinar 


Solução 


a safda do sistema para uma entrada de 10 sen 2 


A função de transferência pode ser escrita como: 


oa SIDES 
GO = rir + ij 


A Figura 11.3 mostra o 


epólosems=-I+jles= 


diagrama de pólos e zeros, com zeros em 5 = De 
LE 


[14] 


115) 


Figura 11.3 Exemplo 4. 


A entrada tem uma frequência angular de 2, e assim jw é + 2. Cada pólo e cada 
zero são ligados a esse ponto. Os zeros têm distâncias com módulo 2, ângulo 90° e Modulo 
V8, ângulo 45º, respectivamente, e os pólos têm um módulo de V2. ângulo -45º e módulo 
VÃO. ângulo =71,6º, respectivamente. Assim: 


Q x 8) E 
TR se AMO AR 45 — 91,69) 


Gw) = 
= 1,26 Z184" 
Como G (jw) = saída/entrada para uma entrada senoidal, e a entrada é 10 < 0º: 


Saída = 1.26 Z 18.4" x 10 Z 0 = 126 Z 184º 


= 12,6 sen (21 + 18,4) 
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RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA PARA 
ELEMENTOS EM CASCATA 


Se um sistema consiste em elementos em cascata, como na Figura 11.4. então a função 
de transferência G(s) do sistema é o produto das funções de transferência dos elementos 


ta, islo é: 


em ca 


Gis) = Gis )G28)G3(3) + 


Entrada _ Saida 1 iie aAA 
— G(s) Gols) G(s) — 
a Jo L on Te 


Figura 11.4 Elementos em cascata. 


stituído por jo: 


Portanto, para a função resposta em freqiiência, quando s é sul 
Gijw) = Gı10w)GAjW)G3jW) ... ete. 
Como G,(jw) pode ser representada pela Equação [10]: 


Gjo) = IGigo)! 2 4 


e de forma semelhante para outras funções, então: 
Go) = IGiGO)IZ $, IGaGW)l LG IGsGO)LP3 


= IGG NGGONGaGN LG + 42 + 03) 


Assim: 
IGGO)I = IGiGoNGG GG)... [16] 
e para as fases: 
117] 


Q= 9i tot 03. 
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EXEMPLO 5 
Qual é o módulo e a fase da função resposta em frequência de um sistema com a seguinte 
função de transferência? 
19) = l 
AEE 
Solução 


O sistema tem dois elementos em c: a, um com função de transferência de 1/63 + 1) 
e o outro com função de transferência 1/(2s + 1). Cada elemento é um sistema de primeira 
ordem e os resultados gerais obtidos anteriormente para cada forma de sistema podem 
ser usados para cada elemento independentemente, ou a resposta de cada sistema pode 
ser derivada de forma independente a partir de seus princípios básicos. Para: 


e 
Sie TET 


Gio) = 


l 
jo + 


Portanto: 


ga = P 
(W? + 


t-00 


Para um sistema de segunda ordem: 


ETA eoa 
ETE 


A 
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Portanto: 
Gajo 1 2jw +1 
nio) = 5; = 
2 jo+ l qo +] 
e então: 
1 
IGa(jw)l = 7====== 
Vao? +1) 
& 
12 0=-20 
pd=-te 120 


Para os dois elementos em cascata. a Equação [16] fica: 


1 
HD | do? + x] 


IG: | = 
(il | Vias 


e a Equação [17] fica: 


DIAGRAMA DE BODE 


ode consiste em dois gráficos, um do módulo pela frequência e o outro 


O diagrama de B 
a frequência são plotados usando escalas 


do ângulo de fase pela frequência. O módulo € 
logarítmicas 

Para um sistema tendo uma função de transferência envolvendo um determina- 
do número de termos. a Equação [16] indica que o módulo resultante é o produto dos 


módulos dos elementos constituintes, isto é: 


IGG = IG GG jon io) 


Tomando o logaritmo na base 10, essa equação torna-se: 
1 
log lGel = log IGI log IGal + log Io ! 
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Plotando um gráfico de log IG(jw)l pela freqiiência, podemos apenas somar as 
contribuições de cada módulo dos termos individuais. Por exemplo, para obter o diagra- 


ma de Bode para: 
5U + jw) 


Gw) = EN w k 


podemos plotar separadamente os gráficos logarítmicos de módulo para o elemento 5, o 
elemento (1 + jw) e para o elemento 1/2 + jw), e depois somá-los para obter o gráfico 
IG Go). 

É comum o módulo ser expresso na unidade decibéis (dB). 


Módulo em dB = 20 log IGGW)I 19] 


Assim, se IG (jo)! = 2, então, como 20 log 2 é 20, o módulo é 20dB. 


O gráfico de fase, quando existe um número de elementos, é apenas a soma dos 
elementos separados (Equação [19)). A escala de freqüência utilizada em ambos os 
gráficos de módulo e fase é logarítmica. Isto possibilita ao diagrama cobrir uma grande 
faixa de frequências e também porque frequentemente leva a gráficos com retas. 


Como o diagrama de Bode para um sistema pode ser construído a partir de 
icos dos elementos individuais da função de transferência desse sistema, é útil 
diagramas. Utilizando-se desses elementos, o diagrama de Bode para 
pode rapidamente ser construído. Os elementos básicos 


gri 
considerar esse: 
uma grande faixa de sistemas 
considerados são como os que se seguem. 


Ganho constante 


Acontece quando: 


G()=K [20] 
e assim: 
Gjo=K 21] 
a tal sistema o módulo é, em decibéis: 
122] 


IG (jw) = 20 log K 
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ca fase é zero. O diagrama de Bode é mostrado na Figura 11.5. O gráfico de módulo é uma 
linha de módulo constante. Variando K, apenas deslocamos o gráfico de módulo para baixo 
e para cima de um número de decibéis. 


a 
8 20 Togo K 
E] 
3 
3 
z 
(À FR ES 1, 
0,1 1 10 100 
w rad/s 
+90° 
g 
garg T00 


w radis 
Figura 11.5 Diagrama de Bode para ganho constante 


Um pólo na origem 


Acontece quando: 


l 
Go) = 23 
S ian (231 
e então: 
l i 

Gjw) = < =- 4 
dw) jo w RH 

Para tal sistema, o módulo em decibéis é: 
125] 


IGG) = 20 log (1/0) == 20 log © 


Quando w = rad/s, IGG)! = 0, e quando q = 10 rad/s, IG) dB. Para 
um aumento de uma década na lrequiência, o módulo cai de - 20dB. O gráfico de módulo 
é uma reta de inclinação — 20dB/dec de frequência que passa por OdB em 0 = Irad/s 
(Figura 11.6). A fase de tal sistema é dada por: 


1/0) 
tg w=‘ T ikae 


i 

) 

i 
t4 

eo Capii Resposta em freqüència 397 

ii u 
Portanto, | é constante, para todas as frequências, é igual a = 90" du 
ry 

) 
g 2 vu 

a | e | ) 

$ 100 í 

É gk wrtad's ) 

P 
40 à 


Fase 
o 


tas, 
0,1 1 10 100 
wtad's 


Figura 11.6 Diagrama de Bode para um pólo na origem 


Um zero na origem 
Acontece quando; 
Gis) =s [26] 
e então; 
127] 


Gjo) = ju 


O módulo em decibéis é 2010g «o. Quando w = Irad/s, IGUO = 0dB, e quando 
o = lOrad/s, IG(jw)! = 20dB. O gráfico de módulo é então uma reta de inclinação 
+ 20dBidee de frequência que passa por OdB em = Lrad/s (Figura 11.7), A fase de tal 


sistema é dada por: 


o 
sgte 


Portanto, é constante para todas as frequências e igual a + 90°. 


} 
Li 
) 
y 
i 
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P 7 Isto dá uma inclinação de — 204B/dec da frequência que intercepta a linha de 
d g zero decibel quando wT = 1, isto é, quando W = 1/t. A Figura 11.8 mostra esses diagramas 
5 2 20 para altas e baixas freqiiências. com suas intersecções ou fregiiências de corte ou 
E y ig fregiiências de canto em O = 1/t. As duas retas são chamadas aproximações assintóticas 
= CERA do diagrama real. O diagrama r al completa a intersecção das du inhas, como mostrado 
20 na Figura 1.8 O erro máximo é 34B no ponto de mudança de inclinação. A Tabela 11.1 
i dá a diferença entre os valores reais € os valores assintóticos. 
v 
+90 
i do 
M S O 100 
sá o rad/s 20) 
al À So 
nl Figura 11.7 Diagrama de Bode para um zero na origem. E) 7 i 
3 | i 
Mi Ê o } i Aproximaçã 
hi Um pólo real i ! absimióica 
mai 40 l ) 
d É um sistema com um atraso de primeira ordem, onde: i 
7 / ! 
| o pon 128) f i 
e G(= 41 H : 
pr e assim: 
hif! ES 1291 +80" ! ' 
| Go = ri ot | | 
de | fd 10,1 UM 
S - i - 
| O módulo em decibéis é tia Sor RR wrad's 
nl! i -90' Aproximação 
20 tog| qr aê assintótica Gráfico 
pu ! (+w real 
| x i 
LH e o ângulo de fase: Figura 11.8 Diagrama de Bode para um pólo real. 
"fj R 
) tgġ=- 0T Tabela 11.1 Erros assintóticos para um ólo real ou um zero real. 
(|| P 
ji 22 E desprezível se computada com Uag médulo tornarse pol aco aid z 2% 
|! Quando w << 0 Té desprezível se compat k o 0,10 027 050% 1x 2r 5/t 10% 
) ) QB. Portanto, em baixas frequências, a inclinação da ret do gráfico de módulo 6 uma é ; 
» reta em OdB. Para frequências maiores, isto €, quando w>> 1/t. 9ºt2 é muito malor do Erro de módulo (dB)  -004 -0,02 -140 -30 =10 =0.2 —0,04 
e que 1 e o módulo toma-se Erro de fase Lar +29 +49 o -49 23 +57 
j 20 log (on == 20 og wT Nota: valor real = aproximação linear + erro 
i 
) 
pd 
ne 


400 Engenharia de Controle Cap. H 


œt. Em baixas freqüências, quando é menor do que 


O ângulo de fase é- tg 
e tende 


0,1/t, a fase tende a 0°. Em altas frequências, quando q é maior do que 10/t, a fa: 
90". Entre esses dois extremos, o ângulo de fase pode ser considerado uma reta, como 
na Figura 11.8. Essa reta é uma aproximação ssintótica. O erro máximo é de 5 42º. Em 
= 1/t, o ponto de quebra, a fase é — 45". A Tabela 11.1 dá as diferenças entre os valores 


reais e os valores assintóticos. 


Um zero real 
ordem onde: 


É um sistema em avanço de primei 


Guw=+ts 130) 


e assim 


Güw= 1+ jot B 


O módulo, em decibéis, é assim: 


tgg=0t 


Em baixas frequências, quando w << 1/7, o termo wt? é desprezível se comparado 
com 1, e o módulo é uma linha reta de OdB. Em altas freq ências, quando 0 >> l/t, o termo 
032 é muito maior do que 1, o módulo é 20 log wt, e o gráfico de módulo é uma reta 
de inclinação 20dB/dec com mudança de inclinação em w = l/t. À Figura 11.9 mostra 
como essas duas retas se aproximam do diagrama real; o erro máximo é de 3dB no ponto 
de mudança de inclinação. Ver a Tabela 11.1 para os erros entre os valores reais è os 


valores das retas assintóticas. 


O ângulo de fase é tg” "ot. Em baixas frequências, quando w é menor do que 


a fase tende a 0º, Em'altas frequências, quando w or do que 10/t a fase tende 
» pode ser considerado uma reta, como 


O,1/7, 
a 90º. Entre esses dois extremos, o ângulo de fa 
na Figura 11.9. O erro máximo é de 54º (ver Tabela 11.1 para mais detalhes). Em O = 
1/x, o ponto de mudança de inclinação, a fase é 45º. 


Cup H Resposta em freqênca AM 


20 | Frequência 
Gráfico de corte 
g ] 
So ran < Aproximação 
S assintótica 
$ 2 
2 7 H ; o rad/s 
40 i i ! 
+90 | 1 Sw : = 
Ee 
È 0,1/y W 107 o rad 
90 


Figura 11.9 Diagrama de Bode para um zero real. 


Um par de pólos complexos 


Acontece quando: 


p2 
E E 
212 Cons + o 


Gjo) 


G(jo) = 
LL = (0/00) + jE) 


Portanto, pode-se escrever: 


n fied 
ctio) = Ha a 1 = il2G(0/09)] 
E = (0/00) 


+ B$0/0n)) 


B2 


331 
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e então o módulo, em decibéis, é: 


| 


= 


| E = (0/00 + Bloom” 


IG Go) = 20 log 


ló! = -20 log Vit — (0/02 + 12 Goro] (34) 


ea fase é: 


[351 


(W/O) << | o módulo aproxima para: 
IG wl = = 20 log! = 0dB 
Para (0/09) >> 1 0 módulo aproxima para: 


20 og (0/0)? 


IG Gol 


Em baixas frequências, o diagrama de módulo é uma reta em 0dB, enquanto em 
uma reta de inclir A intersecção ou ponto de 
mudança de inclinação dessas duas retas acontece em = On. O diagrama de módulo é 
aproximado por essas duas retas assintóticas. O valor real, entretanto. depende do 
coeficiente de amortecimento GA Figura 11.10 mostra as duas reta cos 
ro de diferentes coeficientes de amortecimento. A Tabela 
assintóticos para diferentes 


altas frequências 


gráficos reais para um núme 
11.2 dá as diferenças entre os valores reais e os valores 


velicientes de amortecimento. 


Tabela 11.2 Erros assintóticos de módulos em dB para um par de pólos ou zeros 


complexos. 
won 
Ç 0,1 0,2 0.5 1.0 2 5 10 
1 - 0,09 — 0.34 — 1.92 - 6.0 = 1,92 —0.34 — 0.09 
0,7 0 -0.01 - 0,26 -3,0 -= 0,26 = 0,01 0 
05 +0.04 +0.17 + 0.90 0 +0,90 +017 +0.04 
0.3 + 0.07 +0,29 + 1,85 +44 + 1.85 + 0.29 + 0,07 


linear dote 


Nona valor real = aprovim: 


Cap. 11 Resposta em freqüência 


20} 
o 05 ' 
m [0,1 10 0/0, 
P Frequência de corte 
8 Assintota ! Ci 
= ! 
20 i 
! -409B/dec 
aof ! 
y =02 4 ; 
Ea Dolo, 
! Coeficiente de amortecimento 
g 
n 
È 
EE 3 
' own 


Figura 11.10 Diagrama de Bode para um par de pólos complexos. 


403 


“us Engenharia de Controle Cup, H 


),2 ou menor, a fase aproxima para: 


Para (0/0) << |, isto é, (0/0) 


g=-tg!0=0" 


5 ou maior, a fase aproxima para: 


Para (0/09) >> 1, isto é, (0/0; 


4==18"" 


Quando O = O, é 
p=-tg o =-90" 


A forma do gráfico de fase depende do coeficiente de amortecimento; todos os 
s n pelo ângulo = 90° em @ = Oy. Podemos desenhar uma assíntota 
Gs £ E SA 
r do pelo ângulo de = 90º em © = Op que cora a reta de 0° em (09/05) E ),2 € a reta 
i 5. A1 á o err a difere entre Os valores reais e 

de 180° em (0/0n) = 5. A Tabela 11.3 dá o erro, ou a diferença, entre o 


es valores 


Tabela 11.3 Erros de fase assintóticos para um par de pólos ou aerea somplascs: 


on 
01 02 0,5 1,0 2 5 
= ma 228" 16 dO = 1,6 + 22,6 
- 81º -164 +196 0 -19,6 + 16,4 
- 58º -159 +292 0 =29,2 +15,3 
0 


-35 228 sato 


Nota: valor real = aproximação linear + erio. 
Um par de zeros complexos 
Acontece quando: 


Tons + On 36] 


o + aê 


Cap I Respesta em frequenta “us 
G Gw) = (0/0, + jL Geon) 137] 
Portanto, o módulo, em decibéis, é: 
IG o= VII = (ato? + wo EI 
e a fase é: 
Wto) 
wos $ o 139] 
1 = (0/02 


O módulo difere do exposto para pólos complexos (E. [4 porque é 
positivo, ao passo que o anterior é negativo. Assim o diagrama de módulo é apenas a 
imagem especular em relação à reta de 04B do diagrama dado na Figura 1110. A fase 
difere do exposto pura pólos complexos (Equação [35]) porque é positiva, enquanto a 
anterior é negativa. Assim, o diagrama de fase é apenas a imagem especular em relação 
à reta de 0° do diagrama dado na Figura 11.10. Vei tbelas 11.2 e [1.3 para as diferenças 
entre os valores s e ussintóticos. 


EXEMPLO 6 


Esboçar o diagrama de Bode assintótico para um sistema com a seguinte função de 
transferênci 


10 


G(s) = PA 


Solução 


A lunção de transferência é composta de dois componentes: um elemento com função de 
transferência 10 e um com função de transferência 1/(2s + 1). Os diagramas de Bode 
podem ser plotados para cada um desses elementos e então somados para dar o di 
desejado. 


rama 


Um sistema com uma função de transferência de G (s) = 10 é um sistema de 
ganho constante. O diagrama será como o mostrado na Figura 11.5. O módulo constante 
em decibéis é 20 log 10 = 20. A fase é constante e igual a 0º. O diagrama está mostrado 
na Figura 11.11. 
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Um sistema com uma função de transferência G (5) = 1/(2s + 1) tem um pólo 


ão como o mostrado na Figura 11.8, a constante de 
= OSrad/s. 


real e nenhum zero. O sistema é en 


tempo t sendo 2s. O diagrama terá uma mudança de inclinação em 1/t = 1/2 


e as assíntotas serão como mostradas na Figura [LI ty 


os mostrados na Figura 11.11. 


Somando os dois gráficos. o resultado será os gráf 


au penais G(s) = 10 
8 caca 50 wradis 
E] 
8 10 
2 o O(s) = ET 
aob- 
+90 
G(s) = 10 
g 
E S COS o 50 w rad/s 
ol 1 
90 Om 
10 
G(s) = 
(= 2541 


Figura 11.11 Exemplo 6. 


EXEMPLO 7 
Esboçar o diagrama de Bode esquemático para um sistema com a seguinte função de 
transferência: 
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Solução 


A função de transfe ência possui três componentes, um com uma função de transferên: 
igual a 0,1, outro igual a 1/5 e outro igual a 25/(52 + 3s + 25) 


o A função de transferência G(s) = 0,1 é um ganho constante, e o diagrama é como 
mostrado na Figura 11.5. O módulo é uma constante em 20 log 0.1 
A fase é constante em 0°. A ura 11.12 mostra o diagrama. 


Frequência de corte 5 


0) — o 
100 aradis 
20r - G(s) = 0,1 
g 
E) 
o 
8 40) 
2 É 
“Giga À 
sor ` 8 
[EC pa 
ag S(S2 + 35 + 25) 
100) 
G(s) = 0.1 
oi io ido 


Figura 11.12 Exemplo 7. 
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A função de transferência G (s) = l/s descreve um sistema que tem um pólo na 
origem e é como mostrado na Figura 11.6. A curva de módulo tem uma inclinação de 
“90 dB/dec e tem o valor de 0dB em w = Lrad/s. À fase é constante e igual a 907. A 
Figura 11.12 mostra o diagrama. 

25/(52 + 3s + 25) pode ser representada 
52 + 2L0n8 + 08), com wn = 5 rad/s e 6 = 0,3, O sistema é como o mostrado 
11.10 para um par de pólos complexos. A frequência de corte acontece 
5 rad/s. A assíntota para o ângulo de fase pass em — 90º na frequência 
ndo 0º em (W/O) = 0,2, isto é, œ = Irad/s, e -180° em (0/0) = 5, isto 
/s. A Figura 11,12 mostra o diagrama 


A função de transferência G (s) = 


em W= On 
de corte, 


Somando os três diagramas, temos o diagrama desejado (Figura 11.12). 


EXEMPLO 8: 


Esboçar o diagrama de Bode esquemático para um sistema com a seguinte função de 


transferência: 


Ei 


G(s) = 5 z 
+ 6s + 100 


Solução 
A função de transferência é da forma: 


2 
Og 


osr A 
| 32 + G + wa 


com wp = 10 rad/s e [= 0,3. Os diagramas de Bode serão da forma mostrada na Figura 


11.10. 

a freqüência de corte está em 1Orad/s, a assíntota 
nação de O e a posterior tem uma frequência de 
eais e os assintóticos podem ser determinadas 


No diagrama de módulo, 
anterior a essa frequência tem uma incli 
—40dB/dec. As diferenças entre os valores re 
usando-se a Tabela 11.2. Para Q = 0,3, as diferenças em decibéis são: 


Cap H Resposta em fregir bi tem 
W/wn 
fá 01 0,2 0.5 1,0 2 5 10 
03 +0,07 +0,29 +1,85 +44 +185 +029 +0,07 


A Figura 11.13 mostra as assíntotas e o vando 5 
E 3 s motas e o diagrama re: i E 
de al leva M conti essa 


e Paa ma de fase, a assíntota passa por = 90° em œ = LOrad/s, em O und 
0/0n) = h o é w= Irad/s e em — 180º quando (0/05) = 10, isto é, œ = 100rad/s. As 
entre os valor sintóticos podem ser determinadas pela Tabela 11.3. 


olon 
0.5 1,0 2 5 10 
+80 0 =41,1 13,5" 


A Figura ia intóti 
gura 11,13 mostra o diagrama real e o assintótico considerando essas 


diferenças. 


Módulo 
(dB) oj o rad/s 
01 1 TON 100 
-3 
-20} 
-40 
Fase 
EON.. SO 
w rad/s 
-90°}- 
180°} 


Figura 11.13 Exemplo 8. 
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ESPECIFICAÇÕES DE DESEMPENHO 


e subida. tempo de estabilização e sobre-sinal sã 
transitório de um sistema quando sujeito 

sujeito a uma entrada senoidal, os termos 
na são pico de ressonância e largura de 


jo usados para 
Termos como tempo d pa pipon 
descrever © comportamento a e 

degrau (ver Capítulo 3). Qui i 
ara descrever o desempenho do sisten 


ndo um sistema é 


usados p 
faixa 

O pico de ressonância Mp é definido como sendo o valor máximo do A 
sura 11,14). Um grande valor de Mp corresponde a um grande valor de sobre-sina 
sistema. Para um sistema de segunda ordem, pode estar diretamente 
amortecimento comparando a resposta com O diagrama de 
ente de amortecimento corresponde s um alto 


máximo de um 
nado ao coeficiente de 
11.10, um pequeno coefic 


rela 
Bode da Figu 
pico de ressonância 


Módulo (dB) 


aixa de passagem 


Figura 11.14 Especificações de desempenho. 


A faixa de passagem é definida como a faixa de freqiiência na qual o módulo 
está acima de — 34B. Para o sistema cujo diagrama de Bode está mostrado na Figura 
L140, a faixa de passagem vai da fregiência O até a frequência na qual o módulo cai 


abaixo de - 3dB, Se: 


y0 
20 log G o= -3 no 
le resposta em freqüência. 


então Gdo) = 0.707. sendo este o valor de corte da função d 
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EXEMPLO 9 


Estimar a faixa de passagem para o sistema cujo diagrama de Bode está mostrado na 
Figura 11.13. 


Solução 


A linha de módulo de = 34B cruza o diagrama real em mais ou menos um quarto de déca 
depois de 10 rad/s. Isto acontece mais ou menos em torno de 11,7 rad/s. A largura de 
faixa é então de O rad/s a 11,7 rad/s. 


USO DE DADOS EXPERIMENTAIS DA 
RESPOSTA EM FREQUÊNCIA 


Dados de resposta em fregilência podem ser determinados experimentalmente para um 
sistema utilizando um sinal senoidal como entrada e monitorando a saída em regime 
ão (módulo) entre a amplitude afi 
e entre a saída e a entrada, A medição é feita 


permanente de forma a determinar a r 


amplitude d 
para uma faixa de freqiiências, c assim o diagrama de Bode é obtido. Um exame do 


diagrama de Bode pode levar à identificação da função de transferência do sistema, 


A função de transferência do sistema é normalmente determinada a partir do 
do para checar os resultados. As 


diagrama de módulo, sendo o diagrama de fase utili 
assíntotas são determinadas pelos dados experimentais. Se a inclinação da assíniota 
inicial é de — 20dB/dee, então existe um pólo na origem ão é de + 20dB/dec, 
existe um zero na origem. Se a inclinação, de uma assíntota a outra, varia de — 20dB/dec, 
então existe um pólo real, e a função de transferência inclui 1/(ts + 1), onde a frequência 
no ponto de mudança da inclinação é 1/t. Se a inclinação de uma assíntota a outra varia 
de + 20 dB/dec, então existe um zero real. e a função de transferência inclui (Ts + 1), 
onde a fregiiência no ponto de variação da inclinação é 1/t. Se a inclinação de uma 
assíntota a outra varia de — 40dB/dec. então existe um par de pólos complexos, e a função 
ia tem um termo da form: 


a inclinaçã 


de transferênc 


On, 


É + os + tê 
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o da diferença 
ntota possibilita 


onde wa é a fregiiência no ponto de variação da inclinação. A determina: 
entre o diagrama de módulo e o ponto de mudança de inclinação da as: 
uma estimativa do coeficiente de amortecimento Ẹ por meio da Tabela 11.2, Se a 
inclinação de uma assíntota a outra varia de + 40dB/dec, então existe um par de zeros 
complexos e a função de transferência possui um termo da forma: 


2 + ops + O 


o da inclinação. A Tabela 11.2 pode ser 
ente de amortecimento Q. Todos os elementos 
constituintes da funç ão então combinados para dar uma função de 
transferência que tem um ganho constante K incluído. O módulo é calculado a partir da 
função de transferência em alguma fregiiência e comparado ao valor experimental 
naquela fregiiência, daí K é determinado (ver Exemplo 10). 


onde œp é a frequência no ponto de vari: 


EXEMPLO 10 


Determinar a função de transferência do sistema dado o diagrama de Bode mostrado na 
Figura 11.15. Apenas as assíntotas estão representadas. 


Solução 


s então existe um termo l/s. Aparece 
Irad/s. portanto existe um termo 
ão, assim a 


O diagrama tem uma inclinação inicial de =20dB/d 
uma variação na inclinação de — 20dB/dee em w 
Its + |) com t= Is. Já não existe nenhuma outra variação na inclina, 


função de transferência é da forma: 


CML sra ty 


onde K é o ganho. A função resposta em frequência para o sistema é: 


K Kw? - jo) _ -Ko - jko 


Gjo) = Epa 
0D = go + D7 (carioca -jo) ora 


Cup U Resposta em jrequen ra Hs 


Portanto: 


K 


IGG) = ERR 


A Figura [1.15 indica que quando 20 log IGUw)I = 20, 0 = Irad/s. Assim; 


x 
20 log seção À E 
e Va + z) 


K 


10' 


Portanto, K = 14,1. Assim a função de transferência é: 


A 
G = e 
DENAT 


Módulo (dB) 
40 


w (rad/s) 
E 
10 100 


—20 


-40 


Figura 11.15 Exemplo 10. 


EXEMPLO It 


Determinar a função de transferência do sistema dado o diagrama de Bode mostrado na 
Figura 11.16. 


Cap. ll Resposta emfregiência 415 
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or 1 410 100 
w (rad/s) 


Figura 11.16 Exemplo 11. 


Solução | 
e uma mudança 
rad/s. A função de 


A inclinação inicial é zero, portanto não existe nenhum fator 1/s. 
na inclinação da assíntota de — AQdB/déc em aproximadamente 


transferência inclui o termo: 


242 Cons + 08 
ntota na frequência de corte. A Tabela 
amortecimento de 0,3. Portanto, a 


onde op = 4rad/s. O pico é 4.4 dB acima da a 
11.2 indica que isto corresponde a um coeficiente de 
ência tem o termo: 


função de trans 


16 
s + 245 + 16 


ão de transferência 


Não existem outras mudanças na inclinação, e então a funç 


é da forma: 


16K 


G(s) = 
(= Tay lt 


A função resposta em fregiência é assim: 


e, 16K O AGKIIO = w°) = 
GS) = To pau+ o dé -at+a 


Portanto, o módulo é: 


16K 


IG Gu = 
116 


Quando « tende a zero, pelos dados experimentais, o módulo tende a — 25dB. 


Assim: 
20 log (16K/16) == 25 
K = 0,056. Então, a função de transferência é: 


os 
+ 24s + 16 


G(s) 


PROJETO DO COMPENSADOR 


Compensação é o termo usado para descrever o ajuste do desempenho de um controlador 
de forma a melhorá-lo (ver Capítulo 10). Os diagramas de Bode podem ser usados para 
verificar os efeitos de variações do desempenho no projeto do compensador. 


A introdução de um elemento proporcional, isto é, um elemento com um ganho 
constante, apenas desloca o módulo para baixo ou para cima e não tem nenhum efeito | 
no diagrama de fase. Um compensador em avanço em cascata tem uma função de | 
transferência da forma (Equação [25], Capítulo 10): 


Aia RG) 
e 141] 


onde p > z. Rearranjando essa equação, podemos ter: 


KEMU + 8/2) A 


GO = IE Sp) 


Os termos K e (z/p) são ganhos constantes, o termo (1 + s/z) é um zero real com 
uma constante de tempo 1/z, e o termo (1 + s/p) é um pólo real com uma constante de 
tempo 1/p. Como p > z, (1/2) > (1/p). O diagrama de Bode é da forma mostrada na Figura 
11.17. Os valores dados são para K = | e diferentes valores de (:/p). Quando = =p e o 
pólo e zero se cancelam. G (s) = 1, o módulo é um reta ao longo do eixo em OdB, e a fase | 
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é uma reta ao longo do eixo 0º. A introdução de um compensador em avanço abaixa O 
diagrama de módulo em baixas frequências e aumenta o ângulo de fuse total, isto é, 
o à entrada. 


aumenta o avanço do ângulo de fase da saída em rel 


Módulo (dB) 


ofiz iz “Oz 1002 


Figura 11.17 Diagrama de Bode para um compensador em avanço. 


Um compensador em atraso em cascata tem uma função de transferência da 


forma (Equação [24], Capítulo 10): 


Kis + W31 


0) a 


onde z > p. Rearranjando essa equação podemos ter: 


KEZD + 3/2) ual 


ER] 


Os termos K e (:/p) são ganhos constantes, O termo (1 + s/2) é um zero real com 
uma constante de tempo 1/z, e o termo (1 + s/p) é um Pólo real com uma constante ne 
tempo 1/p. Como z > p, (1/p) > (1/2). O diagrama de Bode é da forma mostrada na Figura 
11.18. Os valores dados são para K = 1 e diferentes valores de (z/p). Quando z = p e o 
pólo e zero se cancelam, G(s) = 1,0 módulo é um reta ao longo do eixo em OdB, e a fase 
é uma reta ao longo do eixo 0º. A introdução de um compensador em atraso abaixa o 
diagrama de módulo em altas fregiências e aumenta o atraso do ângulo de fase da saída 


cm relação à entrada. 


Cap ll Resposta em froqu 


Modulo (dB) 


1z 109z 
2 q 


zip=10 


Figura 11.18 Diagrama de Bode para um compensador em atraso. 


DIAGRAMAS DE NYQUI 


Para especificar o comportamento de um sistema a uma entrada senoidal (isto é, 
especif função r em frequência G (jw)}em uma freqü angular particular 
«o, tanto o módulo IG (jw) como a fase q têm de ser conhecidos. Ambos, módulo é fase, 
são funções da frequência angular, Uma forma de mostrar como um sistema se comporta 
dentro de uma faixa de frequência 
no diagrama de Nyquist. O diagrama de Nyquist é um diagrama polar de resposta em 
fregiiência do sistema 


angulares é plotar os dados de resposta para o sitema 


Um número complexo pode ser representado por (x + jy), onde x é à parte real 
e y é a parte imaginária. O número pode ser plotado como um número no diagrama de 
Argand, isto é, um diagrama onde o eixo y representa a pane imaginária e o eixo à 
representa a parte real (como na Figura 11.1). A forma polar do número complexo tem 


+ y“) desenhada a partir da origem com um ângulo q, onde 
ma de Argand. 


uma linha representando 
tg 4 = v/v. Ambos os métodos mostram o mesmo ponto no diag 


No diagrama de Nyquist, a saída, para uma entrada senoidal de amplitude 
unitária em uma freguência angular particular, é especificada desenhando-se uma reta de 
comprimento igual ao módulo IG (jw)l com um ângulo de fase Q com o eixo rea 
na Figura 11,19. A entrada senoidal para o sistema é efetivamente representada por uma 
reta de módulo 1 ao longo do eixo real. 
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Imaginário 


Resposta em w 
ben E para Gw) 


Entrada 
Real 


Figura 11.19 Plotando um ponto no diagrama de Nyquist 


xistem quatro pontos-chaves que devem 
tados: o começo do diagrama em o = 0; o final do diagrami em €0 =; onde 
o eixo real, isto é, 4 = 0" ou £ 180°; e onde cruza o eixo imaginário, 
um sistema de primeira ordem, ou um sistema com um atraso 


Para plotar os diagramas de Nyquist e 


ser rep 
o diagrama cru: 
isto é, 4 + = 90°. 
simples, a função de transferência é da forma: 


GE R 1451 


onde té a constante de tempo. Assim, a função de resposta em freqüência GG) é: 
Le jot [46] 


Genom ide 


tá que o módulo IG Go) é a raiz quadrada do quadrado da parte real mais © 


quadrado da parte imaginária (Equação [5]: 


IG Go)! 


: 147] 


EA 
NEL H art) 
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A fase 4 é dada pela parte imaginária dividida pela parte real (Equação [6]): 


[48] 


ot 


Quando w = 0, a Equação [48] dá IG (jo)! = 1 e q = 0°. Este é também o ponto 
no qual o diagrama cruza o eixo real. Quando w tende a œ, então IGO) tende a Deda 
= 90". Este é também o ponto no qual e gráfico cruza o eixo imaginário. Outros pontos 
podem ser calculados para auxiliar o esboço do diagrama de Nyquist. Assim, por 
exemplo. quando © = 1/t. IGG)! = 1/V2 e $ = tg"! == 45°. A Figura 11.20 mostra 
o diagrama de Nyquist. É um semicírculo 


Imaginário 


o 
aumentando 


w= 


Figura 11.20 Diagrama de Nyquist para G (s) = 1/(1 + tS). 


Considerando agora um sistema de segunda ordem com uma função de trans- 
ferência dada por: 


wR W 


GWE 5 r 
S h os + 0x 


A função resposta em frequência Gw) é dada por: 


: o 1 
GU) o E EA O A 
-0 + j2 + Rl = (0/00) + j2) 


LL = (0/0071 — Iyo) F 


Gw) = 3 
LE = (OOT + G 
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O módulo é: 
l 
IGG) = d e aA A 151) 
tt = (00 + 12 Gor 
E a fase é dada por: 
2 Um) 
sos 32 
BOE TL oo Al 
2 Gwo) 
p= ag! a 
1 = (0/07) 
Quando w=0, IGGw)l = 1 e p =0°. Quando w=, IGqol=0ep==tg 1(0/-%) = 
— 180". Estes são os pontos nos quais O diagrama cruza o eixo real. Quando O = On, 


ste é o ponto no qual o diagrama cruza 
mília de diagramas de Nyquist gerados 


IG (jo = 1/2% e q = 187! (20/0) = — 90°. 
o eixo imaginário. A Figura 11.21 mo: 
para diferentes coeficientes de amorte i 


Imaginário 
o 05 


kat 


T=05 


Real 


Aumentando w 


Figura 11.21 Diagrama de Nyquist para G(s) = vB US + 2GS + wa). 


A Figura 11.22 mostra mais exemplos de diagramas de Nyquist e seus lugares 


das raízes associados. 


EXEMPLO 12 


Plote o diagrama de Nyquist para um sistema com a seguinte função de transferência: 


1 
Gi) = 
O = ra (d+ s + 1) 


E — ARE A im o 
Cop ll Resposta emfreguência PI 
Imaginário Imaginário A 
Re Real { 
a jo 
aumentando 

(a) A 
Imaginário Imaginário 


= w aumentando 
(b) 
Ima 
Imaginário Imaginário 
$ Real e 0 Real 
9=0 Wry ta 
Z o aumentando 
(o) 
Imaginário Imaginário 
aza- hoa z — Real 
va o 
0=0 
(a 


Figura 11.22 Diagramas de Nyquist e diagramas de lugares das raízes associados: 
(a) G(s) = 17,8 + 1), (b) GIS) = Its + 1)ltos + 1), (0) GLS) = 1/0145 + 1) 
(tos + 1)ltas + 1), (d) G(s) = 1/s (t48 + 1). 


- Real ER o Real 
w=0 Vr | Vt 4 


meme E 


q 
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Imaginário 
Imaginário 
Real Ea „_— Real 
EA õ 
0=0 
(e) Imaginário 
Imaginário 
Real 
kes panua 


(1) 


Figura 11.22 Diagramas de Nyquist e diagramas de lugares das raízes associados: 
(e) G(s) = Vs(tys + tos + 1), (A G(s) = (ts + 1)/s(st4 + 1) (sto + 1). 
(continuação) 


Solução 


A função de resposta em fregiiência Gw) é: 


1 E- e ME 
GO = jaa Deo + jo + 1) (1 = 307) + 30 — 20°) 


U = 30) = jB = 20) 
(a + Ga Du 


O módulo é então: 


+ Bo - 207] 


IG qu = 


Via = 30 


e a fase é: 


Quando % = 0. 1G (jw)! = Leg =- tg! 0 = 0°. Quando o = %, IG(jw)l = 0 e: 


CTI at ua 
(120) = 30 (1/9) = (3/0) 
d=-t "(= 90 


zamento com o eixo real são dados por = 0° ou £ 180°. O 


Os pontos de e 
, como indicado anteriormente. Para ġ =- 180°, tg 4 =—0 e 


ponto 0º é dado por o = 
então devemos ter: 


30 -20"!=0 


Isto significa © = 0 ou V(3/2) = 1.2rad/s. Para esse valor de w o módulo é: 


1 1 
Vit = 30d? a Go = 200) Vit - 31372)? +01 


ou 0,3. Os pontos de cruzamento com o eixo imaginário são dados por 4 = 90". Quando 
+ O ponto é + 90°, como indicado anteriormente. Para 4 =- 90º, tg 4 = — 9, e então 


= 
temos: 

130" =0 

Isto significa © = 1/V3 = 0,6 rad/s. Para esse valor de o o módulo é: 

i y | 
DARIA ATO 5» NO +(3>-22] 

Nide aat om ani NO? GR = 27aNari 
ou —0.7. Para auxiliar o esboço do diagrama de Nyquist. outros valores podem ser obtidos. 
Para q l/s. IG (jo)! = 0,4 e ġ == 153°: para œ = 0,5 rad/s, IGG)! = 0,8 e 4 = 68°; para 


w = 0.2 rad/s. IG (j@I = 0,95 e 4 = 34º. A Figura 11.23 mostra o diagrama de Nyquist 


resultante. 


14 Engenharia de Controle Cap, H 


Imaginário 


w = 0,2 rad/s 


0,7 w= 0,5 rad/s 


‘w = 0,6 rad/s 


Figura 11.23 Exemplo 12. 


CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST 


al, sua saida é senoidal com a mesma lregüência 


Quando a entrada de um sistema é senoid 
angular, mas com amplitude diferente da entrada e com uma diferença de fase. A razi 
entre as amplitudes de saída e de entrada é o módulo IG(jO)I. O critério de estabilidade 
básico de Nyquist pode ser estabelecido como: para que a instabilidade ocorra quando a 
entrada do sistema for senoidal, o módulo da malha-aberta deve ser maior do que | 
for 180°. Se o sistema causar uma mudança de 
som o sinal de entrada e deste 


quando o atraso de fase da malha-aber 
fase de 180º, então o sinal de realimentação estará em fase 
modo se adicionará a ele ao invés de dele se subtrair. Se o módulo for menor do que o 


módulo do sinal de entrada, então uma condição de estabilidade pode ser alcançada, mas 
se o módulo for maior. o sinal através do sistema irá crescer continuamente se 0 sistema 
estável. 


de malha-aberta for estável, então o sistema de malha-fechada se 


abilidade em relação 


A Figura 11,24 mostra a implicação desse critério de es 
ao diagrama de Nyquist para um sistema em malha aberta, Um ângulo de fase de 180" 
significa um módulo avançando ao longo do eixo real negativo. Se o modulo nessa fase 
não deve exceder 1, então o gráfico polar não deve conter o ponto — | no eixo real se o 


sistema for estável, 


Cup dd 


Imaginário 


instável — Estável | 


Resposta em fregis n 


Figura 11.24 Diagramas de Nyquist para sistemas estável e instável. 


EXEMPLO 13 


Qual é a condição pa 


aberta ser estável? 


G= 


Solução 


A funç: 


StS + Ditas + 1) 


ão de transferência senoidal é; 


Gjo) 


K 
jojot, + DUOT + 1) 


talo + D+ oi + ul 


O módulo e: 


IGogjo) 


x SKA, 


Vote + T2)? + oi - wtth)? 


um sistema com a seguinte função de transferência de malha 
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e a fase: 


ER [= out 

e e ay + Ta 

Para estabilidade, o módulo não deve exceder | quando a fase for 180°. Assim, 
ão limite para a fase é ẹ = (7! 0. Portanto: 


a condiç 


ção de módulo: 


Goo) = cos 
Viant + ta) 


Se o sistema é estável, então: 


Gn + To) 


ut 
ut 


O diagrama de Nyquist é da forma mostrada na Figura 11.22(e). 


MARGEM DE GANHO E MARGEM DE FASE 


omo sendo o fator pelo qual o ganho do sistema, isto é, 


A margem de ganho é definida c À 
+ quantidade na qual 


o módulo, pode ser incrementado sem tori 
o múdulo em 180º tem de ser aumentado par 


ar o sistema instável, | 
ançar o valor crítico de I (Figura 11.25). 


1 = margem de ganho x IGG = 180" [53] 


Cap. Il Resposta emfregiência 427 


Imaginário 
IG(jw) lo. 180º 


Figura 11.25 Margem de ganho. 


jormalmente determinado em decibéis sendo, portanto: 


Margem de ganho = 20 log 1 =20 log IGU) = 180º 


Margem de ganho == 20 log IGG) = 180º [54] 


Se o diagrama de Nyquist não cruza o eixo real negativo, então a margem de 
ganho e o diagrama cruza o eixo em um valor menor que 1. então a margem 
de ganho é positiva. Se cruza o eixo em 1, a margem de ganho é zero, e se cruza o eixo 
real em um valor maior que 1, o diagrama contém o ponto — | e a margem de ganho é 


negati 


A margem de fase é definida como o ângulo no qual o diagrama de Nyquist 
deve ser deslocado de forma que o ponto de módulo unitário no diagrama passe no ponto 
= [no eixo real (Figura 11.26). É então a quantidade na qual a fase em malha aberta cai 
abaixo de 180° quando o módulo tem o valor |, isto é, a amplitude de saída é a mesma 


da entrada. 


Imaginário 


Margem de fase 


(G(jo)| = 1 


Figura 11.26 Margem de fase. 


+28 Engenharia de Controle Cap. H jj , 


A Figura 11.27 mostra a margem de ganho e a margem de fase no diagrama de 
Bode para um sistema. 


Módulo 
(dB) 


o 
Margem de ganho 


Fase 


w 


Margem de fase 


Figura 11.27 Margens de ganho e de fase no diagrama de Bode. 


EXEMPLO 14 
Determinar o valor de K para um sistema com a seguinte função de transferência de malha 
aberta: 

PAE aa 

G= 54 D+ 1) 


que dará (a) um sistema criticamente estável e (b) uma margem de ganho de 3dB. 


Solução 
A função de transferência senoidal em malha aberta é: 
cio =z K E a i 
WGO = jaj + Não + 1) 7 =302 + jall - 20) 


-3kw? 1- 202) 


“90! + oX — 20)? 
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Assim, o módulo é: 


IGajw)l = A a 
Via + wi = 2032] 


= tg) ea 
eu Ra] 


(a) Para que o sistema seja criticamente estável, o módulo deve ser | quando 
Q = 180°, Para ọ = 180°, p =1g7! 0 e então: 


Portanto, œ = 1/N2rad's. Substituindo esse valor na equação de módulo, 
para o módulo igual a 1, temos: 


e então K = 1,5, 


(b) Para o sistema ter uma margem de ganho de 3dB então, pela Equação [54]: 


Margen de ganho = -20 log IGU o 180° 


EW rei 
KOETI) 


e K = 1,00. 


EXEMPLO 15 


Qual é margem de fuse do sistema com a seguinte lungão de transferência de malha 
aberta? 


PE) 
Sos sis +3) 


} 


“A função de transferêne 
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Solução 


noidal é: 


9 2-9 — jo 


Gi —= === 3 
-0 + Po wt + 90? 


Portanto, o módulo é: 


9 


o! + 907) 


Gio = (7 
( 


e a fase 


cor 


A margem de fase é o ângulo de fase menor que 180" quando o módulo é 1. 


Assim: 


“Not 4d 


o! + 9? = 81=0 


Usando a expressão para determinar as raízes de uma equação quadrática, e 


considerando O) como a r 


ntão: 


5-9 4 VB + 324) 


que estão sendo considerados apenas valores positivos de (o, temos 
e módulo é: 


e, portanto. 
w = 2.36 rad/s. O ângulo de fase para ess 


{3 y 
a E a 


imaginária de Go(jo) são negativas, esse ângulo 


Como tanto a parte real com 
čo ängulo relativo a = 180° e é a margem de fase 


Cap. II Resposta em fregi 


EXEMPLO 16 

Para o diagrama de Bode dado na Figura 11.28, estimar a margem de ganho e a margem 
de fase. 

Solução 

A margem de ganho é o valor do módulo quando a fase é — 180° e é aproximadamente 8 dB. 


A margem de fase é a diferença de fase de — 180° quando o módulo é zero. É aproximada- 
mente 40º, 


Módulo 
(dB) ei 
10 
o-a da 
j? ‘+ w (rad/s) 
E a a 
Fase Roi 01 Kon ap 
o otradis) 


Figura 11.28 Exemplo 16. 


PROBLEMAS 


1. Quais os módulos e as fases dos sistemas com as seguintes funções de transferência? 


s 
qu) 
EF? 


RS ae 
Vo ed 
1 


ETRA 
(25 + Dis + s tt 
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Qual será a resposta em regime permanente de um sistema com a função de transferência; 


quando sujeito à seguinte entrada? 


8; = 3 sen (St + 30°) 


Qual se 
Iranslerênc) 


sposta em regime permanente de um sistema com a seguinte função de 


s? + 3 +10 
quando sujeito à seguinte entrada? 


0, = 2 sen (24 + 70°) 


Quais são o módulo e o ganho para um sistema com a seguinte função de transferência? 


10 


COS AFEN 


a os sistemas com as seguintes funções de transferência, dê os valores do módulo e fase 
nas freqüências de (i) O rad/s, (ii) 1 rad/s, (iii) 2 rad/s e (iv) s rad/s. 


(a) G(s) = ET 


E | 

(b) G(s) = 405 
39 +1 

Esboce os diagramas de Bode assintótico para os sistemas com as seguintes funções de 


transferência: 


10 


Ke EET 


(b) G(s) = (2s + 1)(0,58 + 1) 


3 


t) G(s) = 


(2s + Iis% + 3s + 25) 


PEE Ze A 
M Gl) = ais + 


7. Determine as funções de transferência dos sistemas dados os dia 
cos de módulo mostrados na Figura 11.29. 


Módulo 

(dB) 
40 
20 
20 

(a) 


Módulo 20] 


(dB) 
Por 
20 
40 
60) 
(6) 


Figura 11.29 Problema 7. 


i 
10 


w (rad/s) 
100 — 


w% (rad/s) 
100 


Módulo 
(dB) 


(0) 


Modulo 
(dB) 


60 


Pd Resposta em fegäčnita ZE 


i (9 (rad's) 
ORR 


0,1 


a (rad/s) 


8. Plote o diagrama de Nyquist para o sistema com a seguinte função de transferência: 


CU ET 


9. Determine as condiç 


transferência de malha 
(u) Gols) = =; É-— 
s(ts + 1) 


de estabilidade para os sistemas com as seguintes funções de 
berta: 


K Eina 


(b) Gol) = qe + Das + DE 
~ 
K 
(0) Gols) = s(ts + 1) 
10. Determine o valor de K para um sistema com a seguinte função de transferência de malha 


aberta: 

WA AS e So Pai 
GO = s Ds + 1) 
para que o sistema (a) seja criticamente estável e (b) possua uma margem de ganho de 
2 dB. 


41. Qual é a margem de fase para um sistema com a seguinte função de transferência? 


ENE 
s(s + 1) 


Para o diagrama de Bode dado na Figura 11.30, estime a margem de ganho e a margem de 


fase. 


Gols) = 


Módulo 
(dB) 1 10 
E w (rad/s) | 
-20 
40} 
Fase r 10 
Pu «o (rad/s) 
-140° |- 
-180° F 
-200° | 


Figura 11.30 Problema 12. 


CONTROLE DIGITAL 


INTRODUÇÃO 


Um computador digital usado como um controlador em um sistema de controle reali- 
mentado apresenta vantagens sobre o controlador analógico porque variações na lei de 
controle de um controlador analógico requerem variações de hardware, enquanto varia- 
ções na lei de controle em um controlador digital podem freqüentemente ser obtidas por 
mudanças no software, isto é, mudanças em uma linha ou linhas de um programa. Um 
computador digital requer uma entrada de sinais na forma digital. Entretanto, a planta a 
ser controlada tem sinais que variam continuamente com o tempo, isto é, são sinais 
analógi ses sinais devem ser convertidos da forma analógica para a forma digital, 
Tal conversão requer que o sinal seja amostrado em intervalos, cada amostra sendo então 
convertida na forma digital. O controlador digital pode ser descrito como um sistema de 
dados amostrados. Este capítulo considera tais sistemas, o processo de amostragem, o 
uso da transformada z para determinar a saída de tais sistemas e estabilidade. Uma breve 
discussão de sistemas de controle digital foi vista no Capítulo 1. 


SISTEMA DE CONTROLE DIGITAL 


Figura 12.1 mostra um diagrama em blocos de um sistema de controle digital. Um 
lock no computador fornece um pulso a cada T segundos. Para cada instante de tempo, 
conversor analógico-digital (A/D) recebe um pulso e amostra O sinal de erro. O sinal 
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de erro, um Sinal que varia de forma contínua, é então convertido por um conversor A/D 
em um sinal digital que é enviado ao computador. O erro é então amostrado a cada T 
segundos, onde T é chamado período de amostragem. O computador aplica a lei de 
controle, como determina o programa, € sua ída é convertida em um sinal analógico 
por um conversor digital-analógico (D/A). O sinal am Ógico resultante pode então ser 


usado para atuar na unidade de correção e controlar à 


planta. 


Sinal Sinal 
digital analógico 
Computador 


Entrada — - Said: 

+ Conversor Controle Henge tao ER a 
Elemento | 
Esp de medi- | 


ção 


Sinal de 
erro analógico 


Figura 12.1 Sistema de controle digital com saída amostrada. 


Para indicar que os sinais estão variando continuamente com o tempo e que são 
amostrados, utilizamos asteriscos. Assim, O sinal de erro anterior ao conversor A/D é 


representado por e(r), indicando que é uma função contínua com o tempo, enquanto 
depois do conversor, quando o sinal já está amos! a digital, 
o símbolo toma-se e*(1). 


ado e convertido para a forr 


PROCESSO DE AMOSTRAGEM 


Geralmente, a amos 
le amostragem percebe o 
gem e o 


em ocorre em 


O conversor A/D amostra sinais analógicos. 
intervalos de tempo regulares, a cada T segundos. O elemento « 
valor do sinal por um curto período de tempo At em cada período de amos: 
ignora pelo resto do período. O conversor A/D pode ser considerado como uma chave 
que é fechada a cada T segundos por apenas Af i “igura 12.2). A Figura 12.3 ilustra esse 
processo de amostragem para um sinal de tempo contínuo fti). At é pequeno o suficiente 
para que cada sinal amostrado seja de amplitude constante durante esse intervalo de 
tempo. A saída é assim uma série de pulsos em 0, IT, 2T, 3T,4T, ... KT, sendo uma medida 
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7 
da amplitude do sinal de tempo c fu) naquele instante d po. Poden 
le tempo. Podemos 
representar a série de pulsos para qualquer tempo &7 come 
Ji 


PELETIS ETNA =I en R 
i | 


onde & é um número inteiro, fU = 0) é o va funçã Pta 
ai o fit = 0) é o valor da função em 1 = 0, fU = IT) éo valor em ji 


E E a 
Sinalde erro Sinal de erro 
analógico digital A] 


Figura 12.2 Conversor analógico-digital. 


ni) 


O aT ar ar 


rn ) 
i 


ara uma função de tempo contínuo f (1), um degrau unitário em 4 = O (Figura 


12.4), a série de pulsos gerada é: 
) 
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O irar sT AT 
Figura 12.4 Degrau unitário. 


(1), a qual é uma rampa com inclinação 


a função de tempo contínuo / 
Eca Pod s 12.5), a série de pulsos gerada é: 


unitária, a cada perfodo de amostragem (Figura 


C e E E 
mn 


-noa 


Figura 12.5 Rampa. 


Para uma entrada impulso unitário em 7 = 0 (Figura 12.6(a)). a série de pulsos 


gerada é: 


1,0,0,0, 00 


P Para um impulso unitário em t = 2T (Figura 12.6(b)), a série de pulsos gerada é: 


0,0,1,0, 
Me Lito) 
1 1 
O AT 2T 3T 4T t O iT 27 3T 4T t 
(a) (b) 
Figura 12.6 Impulsos unitários em (a) t=0e (b) t= 27. 
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7 / 


ide pulsos. penca por impulsos unitários em £ = 0, í = IT, t=2T,1= MT, IERT, A 
rampa na Figura 12.5 pode ser considerada como a soma de uma série de pulsos gerados 
por impulsos de amplitude O em 4 = 0, ampl - 

amplitude 3 em 7 =37,..., amplitude kem 7 = 


Qualquer que seja a forma da função de tempo contínuo, a saída digital é uma. 
seqiiência de impulsos. Cada impulso na sequência é um impulso unitário multiplicado 
pelo valor de f(1) naquele instante de tempo. Uma função f *(1) que descreve a sequência 
de pulsos para uma função f (1) com período de amostragem T pode ser escrita como: 


f*0)=[ (OXimpulso em 0) + / (IT Ximpulso em 17) 
+ f (21)impulso em 27) 


+... AKT ) (impulso em k T) ty 


EXEMPLO 1 


Para o sinal de tempo contínuo mostrado na Figura 12.7, determine os valores dos pulsos 
que serão gerados para k maior que 3, por um conversor A/D com um período de 


amostragem T de Is. 


nt) 


Figura 12.7 Exemplo 1. 


Solução 


Emk=0 (isto é. (=0).f()=4.Emk=1 


sto é, t= IT), f(N=2.Emk=2(istoé,t= 
disto é 7 = 3T) (D = 0.5, Assi 


sim, o sinal digital é uma série de 


impulsos: 


o degrau unitário na Figura 12.4 pode ser considerado como a soma da série | 


ide | em t= ÍT, amplitude 2 eni 7 =27, ` 
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amplitude 4 em 4 = 0, ou 1 = 0 


amplitude 2em k= l, out = 


2 


amplitude 1 em 4 = 2, ou 


amplitude 0,5 em A = 3, out =3 


LEIS DE CONTROLE DIGITAL 


Controladores digitais podem ser usados para implementar os tipos de leis de controle 
discutidas para controladores analógicos no Capítulo 10, isto é, proporcional, integral e 
derivativa. A lei de controle PID tem a forma (Equação [15], Capítulo 10) que resulta em 
aída para o controlador de: 


T 1 de 
Saída = Kye + Ki i et Ka 121 


onde e é a entrada de erro para o controlador, Kp a constante proporcional, Kg a constante 
derivativa e K; a constante integral. A função de transferência Gels) do controlador é, 


assim (Equação [16], Capítulo 10): 


a K, 7 
Gels) = Kp + A + Kas BI 


mpo 
xas 


úrea sob a curva do erro pelo te 
da dividindo-se a área em fi 


O termo integral na Equa senta a 
entre t = 0 e t. Pode ser obtida de forma aproxim 
retangulares (Figura 12.8) e somando-se as áreas das faixas. Assim: 


I4 


i £ 
ki E e dt = k; E das áreas das fa 
u o 


onde k é o número de faixas entre t = 0 e t. Considerando o período de amostragem de T 
e que cada faixa tem largura de T, então, como a faixa imediatamente precedente ao 
instante AT tem uma área que é aproximadamente o valor do erro no começo do intervalo 
de tempo da faixa, isto é, e (KT — 1), multiplicado por T: 


kT K 
ki k edt = k; È elkT - DT 
0 
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Erro 


CALAR di) pap - 


“rj 
| 
O APR Sr RE | 
Figura 12.8 Integração digital. 
Um aproximação melhor é dada tomando-se como altura da faiva o valor 


médio dos valores do erro no início e no fim da faixa (Figura 12.9), isto é, os valores 
e (KT — 1) e e (4T). Então: 


u x 
k f ears i E Mer = 1) - eu 5] 
a ' 


Erro 


elkT-1) 


Figura 12.9 Integração digital. 


Ambas às equações podem 
amostragem T, para chegar a uma sa 


r aplicadas a uma série de pulsos, com tempo de 
ida que é a integral do erro. 


O termo derivativo na Equação [2] pode ser considerado como a inclinação da 
curva de erro pelo tempo em um determinado instante de tempo: 
de 


Ka gr = Ka (inclinação da curva do erro pelo tempo) for 


Rj ju jm jo A AI A AS, 


5895959)9)9309%99599) 


ryš uË. ına mana m 
DS SS SS 
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Para um sinal que é uma série de, pulsos, uma aproximação razoável para a 
erro pelo tempo é dada pela inclinação da linha que une dois pulsos 


«meinolinação da curva de 
consteutivos (Figura 12.10), isto é, pulsos em kT' e (kT — 1). Se esses pulsos têm 
amplitudes e (7) ee (AT— 1)e o intervalo entre os pulsos é de um período de amostragem 


T, a Equação [6] pode ser escrita como: 


17) 


ea, 
t 


Figura 12.10 Diterenciação digital. 


A Equação [2] para controle PID pode ser escrita, considerando-se as Equações 
[5] e 17], como: 


x 
Saída = Kge(AT) + ki E jlekT = 1) = elkT )IT + (ka/DlekT) = etkT = DI] [8] 
0 


CONVERSOR DIGITAL-ANALÓGI co 


A saída de um controlador digital é um sinal digital codificado em biná 
ser fregüentemente convertido em um sinal analógico para atuar na unidade de co 
Os conversores D/A convertem o sinal codificado em binário, em algum i 
tempo, em um impulso cuja amplitude está relacionada com o código binário. Assim, a 
entrada que era uma seqüência de sinais codificados em binário torna-se uma seqüência 
de impulsos, sendo o tempo entre dois impulsos sucessivos igual ao período de amostra- 
gem T. Para o hold de ordem zero, a seqüência de impulsos é convertida em um sinal 
analógico segurando a informação de um impulso até o próximo. O resultado é a forma 
de degraus do sinal analógico mostrada na Figura 12.11. 


io. Este tem de 
rreção. 
nte de 
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T Amplitude 
dos impulsos 


o T 27 3T 4T STOTI t 


Saida 
analógica 


0 T RATAT OE t 


Figura 12.11 Saída analógica do conversor digital-analógico com hold de ordem zero. 


Uma entrada impulso unitária em um hold de ordem zero gera um pulso de 
amplitude unitária e largura T, como ilustrado na Figura 12.12. Essa saída pode ser 
considerada a soma de dois sinais degraus onde um começa em t = 0 e tem uma amplitude 
positiva e a outro começa em í = T e tem amplitude negativa (Figura 12.13). Como a 
transformada de Laplace de um degrau unitário é 1/s e de um degrau atrasado de T é 


(1/s)(e7 ™) (ver Capítulo 4), a saída é: 


Entrada 
| 
o t 
Saída 
1 
IE t 


Figura 12.12 Resposta ao impulso unitário de um hold de ordem zero. 


+ Impulso 


ba [re sa 


Figura 12.13 Um pulso como a soma de dois degraus. 


a transformada de Laplace é 1, então 


Como a entrada é um impulso unitário cu 
ia G (s) para o hold de ordem zero é: 


a função de transferê 


Gly= 15 E pI 


TRANSFORMADA Z 


A função descrevendo uma segiiência de impulsos pode ser escrita como (Equação [1]): 


E) = OXimpulso em 0) + FUT impulso em IT) + 
4 (27) (impulso em 27) +... f (KTXimpulso em AT) 


ce de um impulso em ¢ = 0 é 1. A transformada de 
B no instante 27 é e 28, no instante RT é et 
de fH1) é 


A transformada de Lapla 
Laplace de um impulso no instante 
(ver Capítulo 4). Assim, a transformada de Lay 


E) = [OLA DE Pr pene [10] 
+a UTE” 
Pode ser representada por: 
K=. 
Fals) = E JUT) T un 
x=0 
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Pode ser simplificada fazendo: 


E pode ser escrita como: 


s= jts [13] 


Pelas Equações [12] e [13], a Equação [11] pode ser escrita em termos de = 


kao 


EM), = quit = ESEN) zt 
Kxa0 


E*(5), para s = (1/0) In z, é chamada transformada £ e é representada por FC). 


Assim: 
LEEI] 


= PAC) = 0n: 


ksx 
FE) = E Jun! LIS] 
net 


Expandindo essa equação em termos da següência de impulsos, isto é, pela 


Equação [10]: 
Af 


FE = 09270 T 


A [6] 


deco (AO 
Como s pode ser um número complexo e 2 é definido em termos de s, então = 
pode ser também um número complexo, 


Considere a transformada z de um degrau unitário, que tem fl) = | para todos 
os valores de 1 > 0, Pela Equação [16]: 


Fosi +r +z 


Para uma série dessa forma, isto é, uma série geométrica, obtemos a relação 
básica: 


2 


EFES ETE 


Gg 


£ 


x 
à 
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A 
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eo É f 
pa e, assim, se x = 1/2, então a soma de todos esses termos em z é: | Tabela 121r raps omg Es ? 

i 
Ht F(s) F(z 
e E un | (t) di y FA >) (2) 
e | Impulso unitário 1 
A Para o degrau unitário, esta é uma expressão mais conveniente para manipular | Impulso unitário atrasado de kT e” SAR 
do que a série de termos f *(1) ou F *(5). | i 
o | Degrau unitário = 
A seguir aparecem as propriedades básicas da transformada = e a Tabela 12.1 | s 
mostra as transformadas z para as funções mais comumente encontradas: ata e74" 
Degrau unitário atrasado de kT - 
Mm 1. A multiplicação da função no tempo por uma constante resulta na multi- i 
icação da transformada z pela mesma constante: 1 
~ plicação da transformada z pela mesma constante: t (rampa unitária) 3 
KED kF) 
t S E mat 1 dadas 
"a 2. A adição de duas funções no tempo resulta na adição das duas transfor- Ci s+a z-o" 
A madas z separadas: | 
| -at a 
1) + fan] (Fio) + Fal | 4-078 mma E as 
A Lico + fato) > FE) + Fa) | s(s + a) e dec a!) 
m~ 3. O teorema do valor final dá o valor que será alcançado pela função de | 
tempo amostrado, isto é, o valor em regime permanente: | ara! 
A | 
lim ft) = lim (2 = DEC) | 
t>o 251 | et gd 
Ps e é aplicável na condição que F(z) gere uma sequência de termos que 
E -aT 
converge. ai mE q ziz- e + aT) 
m it [ Rumo (s + a? z-e ana 
a 4. O teorema do valor inicial dá o valor que a função no tempo tem quando l 
4 1=0. T a, NOE 
A 2 
tim AN = lim FE) 2+0 ? -2z cos oT + 1 
B a is kosok SEn AZ = Cos oT) 
2 
e é aplicável na condição que tal limite exista. | Pro ? - 2z cos oT + 1 
n ção q 
A 5. Sea função no tempo é deslocada por um intervalo kT, então a transfor- esen ot SA s 5 
mada z da função é multiplicada por z7 *: (BEAT +10 
o p pi 
W Transformada z de f (1 - kT) = z7 *F(2) ecticos ut esa 
x (S+ a? + a? 
T 

a 

f i 
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EXEMPLO 2 


Ache as transformadas z das seguintes sequências: 


ta) O= LAT) = NAET) = 1, BTS h, af EDEN. 


„FBT ) = | e todos os outros valores são |. 


(b) f(O =0,[T)=0, (27) 
t) fO) =0,fUT)=2,fOT)= 5, BT )= 1 e todos os outros valores são O. 


Solução 


(a) Este é um degrau unitário começando em 1 = 0. A transformada z do degrau 
dada na Tabela 12.1 é: 


`. A transformada z do 


(b) Este é um degrau unitário começando em ( = 
degrau atrasado dado na Tabela 12.1 é: 


(c) A versão digital desse sinal é apenas uma série de impulsos, cada um com 
amplitude indicada pelo valor da função. Como a transformada z para um 
impulso unitário atrasado de AT é < £, então, aplicando esta a cada um dos 
termos, temo 


4 


Fis [0 + fr)! + fer A JUTS 


FE) =042:1 4552 422+040+01e. 


TRANSFORMADA Z INVERSA 


A seqüência de amostras representada por uma transformada z, isto é, a transformada 
z inversa, pode ser obtida de algumas formas, por exemplo, uma aproximação obtida 
por divisões sucessivas baseada nas frações parciais. Neste livro, apenas a aproxima- 
ção por divisões sucessivas é considerada, porque matematicamente éa mais simples 
de aplicar. Considerando a função transformada: 4 
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+2+1 


O procedimento consiste em dividir o numerador pelo denominador em divisões 
sucessivas: 


po 


rie, Isto é: 


k 


irio atrasado por um tempo AT é = 


ransformada z de um impulso uniti 
então a sequência de amostras representada por F(2) é: 


[UT)= af T =- 2AT 


A Figura 12.14 mos quês 


CO) 


ma Or T 


Sa 


Figura 12.14 F(2)=22/(22+2+1). 


Lya 


RARARADSMARRARAA. 


CEC CE E Aa RR RAR 


Utilizando o processo de divisões sucessiva 


450 Engenharia de Controle Cap. 12 


EXEMPLO 3 


+ determinar as transformadas inversas 


eguintes funções: 


forma de sequência de amostras para as s 


a Osz 
i berns 
(2-1) 

Solução 


(a) Pelo método das divisões sucessivas: 


Assim: 


Fe) = 


Portanto, a transformada inversa é uma série de amostras: 


JUT iss SET 5 [BT = +Sf(4T)=-5. 
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(b) Pelo método das divisões sucessiva: 


Assim: 


(5) = de 812 ta l6: 
Portanto, a transformada inversa é uma série de amostras: 


FOT =4 FBT) =R (4T)= 12, f(ST) = 16,00. 


SISTEMAS DE DADOS AMOSTRADOS 


e as funções de transferência dos 


Na análise de sistemas de dados amostrados considera-s 
elementos constituintes e suas combinações para resultar em uma função de transferên 
uxilia a manipulação da equação de forma a se obter a s 


ída 


global. A transformada z 
para uma particular entrada. Finalmente. a transformada inversa pode ser obtida para 
mostrar como o sinal varia com o tempo. O exemplo a seguir ilustra isto. 


Considere o sistema, um circuito elétrico, mostrado na Figura 12.15. Este tem 


a função de transferência: 


WRO 0 
SERC) s + 0.25 


G() 
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Entrada 2004F q: Saída 


Figura 12.15 G(s) = 0.25 / (s + 0,25). 
A transformada z da função de transferência é; 
G ©) = transformada z de GG) 
ERE E R e 
G (2) = transformada Zdej e E 


é da forma 1/(s + a), e a Tabela 12.1 dá a transformada z dessa 
aT), onde T é o período de amostragem. Assim: 


Esta expres 
função como z/(z 


Gta) = [181 


em de Is, a Equação [18] torna-se: 


Considerando o período de amos 


0,25: 
-= 0,78 


[19] 


A função de transferência G (s) descreve a relação entre a entrada e a saída 
Da mesma forma, a função de transferência G (2) 


quando ambas estão no domínio 
descreve a relação entre a entrada e a saída quando ambas estão no domínio 


a (s) 
entrada (s) 


G(s) = 


saída 
entrada (z) 


G(2) = 


Considerando a entrada impulso de 4V, e como a transformada z de um impulso 
é 1, a Equação [19] tem como saída: 


Saída (z) [20] 


E, a em 


ssa 
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De forma a obter transformação inversa para ver como a saída varia com o 


valor fi 


0,78 - 0,6 
+0,6127! 
0,615! - 047 


Assim, a Equação [20] pode ser escrita como: 


Saída (2) = 1 + 0,7877! + 0,612"? + 047:7? + 0,377 


A tansľormada inversa desta gera a seguinte série de pulsos: 
JO) = 1,1 d) s078, (2 = 0.61, f 3) = 047, 
P(A) = 0,37, 


Podemos determinar a saída do sistema em regime permanente pelo teorema do 


= FG 
i 


lim A) = lim (z 


1- 


F(2) é dada pela Equação [20], e assim: 


=i: 
z= bies L 
t He as 

Quando z — 1, a expressão tende a 0. Portanto: 


lim A) = 0 


to 
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e as amplitudes dos pulsos diminuem até 0, isto é, o valor em regime permanente é 0. A 


=Figura 12.16 mostra a forma da saída do sistema. 


Figura 12.16 Resposta do sistema da Figura 12.15 a um impulso unitário. 


EXEMPLO 4 


Qual é a transformada = da seguinte função de transferência? 


` o caio s 
GO quim 


Solução 
A função transformada tem de ser rearranjada para estar na forma que aparece na Tabela 


12.1. Assim; 


02 


ii a A 


eT) ede 1 é 1 Assim 


A transformada z de 1/65 + a) É 


Giz) = 
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SISTEMA DE DADOS AMOSTRADOS EM 
MALHA ABERTA 


Considere uma planta com a seguinte função de transferência: 


~ EPES) 
G9) = ti) 


com um hold de ordem zero, para que o sistema seja de dados amostrados como na Figura 


12.17. O hold de ordem zero tem uma função de transferência de (Equação [9)): 
OE Ts 
Grols) = 7 
Período de 


amostragem T 


Holo de | 
Entrada sema e ordem Planta |- Saida 
zero 


AD D/A 


Figura 12.17 Um sistema de dados amostrados em malha aberta. 


Assim, a função de transferência do sistema em malha aberta é: 
GO = GOA) 


L-e" 3 
a 21 
E E a L N Eu 


Para obter a saída de tal sistema para alguma entrada, podemos usar a transfor- 
mada z: 
G (5) = transformada = de G (9) 


Para obter essa transformada é necessário colocar a Equação [21] na forma em 


que possibilite que a Tabela 12.1 seja utilizada. Usando frações parciais, a Equação [21] 


pode ser reescrita como: 
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G9 =- e® f; 


Portanto: 
1 JE 
aqg=[1-+||—Es - 22 
o-i- m 
Supondo o período de amostragem T igual a Ls, a Equação [22] torna-se: 
1 z 
ce =|1 -4 | ——;- 
e) 7 | tei 
que pode ser simplificada para: 
H-E) -az-e er!) Hae- 1)? 
e-e- e!) 
l-2! 
123] 
124] 


Suponha o sistema descrito pela Equação [24] sujeito a uma entrada impulso 
unitária. Como a transformada z da entrada é 1: 


0,37 + 0,26 i25] 


Saída (2) = 
= 1,372 + 0,37 
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Podemos obter essa equação como uma série de termos pela divisão sucessiva; 


POIT A a 


+ O9E 


2? = 1,372 + 0,300,37: + 0,26 
0,372 — 0,51 + 0,1 


Portanto: 
Saída (2) = 0,377 1 + 0,777? + 0,9177? + 0,977 4+... 


A transformada inversa é assim uma saída que varia com o tempo, dando o 
seguinte sinal: 

1(0)=0,/(1)=0,37,/(2) = 0,77, f (3) = 0,91, f (4) = 0,97, 

Podemos determinar a saída do sistema em regime permanente aplicando o 
teorema do valor final: 


lim ÃO = lim (z — DF(z) 


1500 | 


F (2) é dada pela Equação [23], quando sujeita a uma entrada impulso, como: 


+1 -0,74 


Paa DE — 0,37) 


Aequação é mais utilizada nesta forma do que na forma da Equação [24], porque 
vem multiplicada por (z — 1). Assim: 


+ 1 = Us 


4 0, 
(= Di a 
; a 


Quando z = 1, então (z — 1) F(z) = 1. Assim, em t — o, f (t) >1. A saída é da 
forma mostrada na Figura 12.18. 


ssa... mm 
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no 


aTATSTOT ITA 
t 


Figura 12.18 Resposta do sistema na Figura 12.7 a uma entrada impulso. 


EXEMPLO 5 
Determine a resposta do sistema mostrado na Figura 12.17 a um degrau unitário. O 


período de amostragem é is. 


Solução 
A análise feita anteriormente indica que a transformada = da função de transferência do 
sistema é dada pela Equação [23] como: 


074 
0,37) 


por: 
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Por divisões sucessivas: 


aaga 03 
2 + 026 

2 + 0.897 + 0,64 — 0,145 
+ 0,04 4/01 


+ 1.74: — 0,370, 
0.3 


tis: - 


Podemos determinar a saída do sistema em regime permanente aplicando o 
teorema do valor final: 


lim f4) = lim (z = 1)F(2) 
TrA i 
2 
e- pran Ca Oain 


E-M- 0:37) 


Quando => 1, (=D FG) e. 


SISTEMAS DE DADOS AMOSTRADOS EM 
MALHA FECHADA 


Considere o sistema de dados amostrados em malha fechada dado na Figura 12.19 com 
a planta tendo a seguinte função de transferência: 


1 


GO 


Período de 
amostragem t 


+ | Hold de 
Entrada HS) ordem Planta Saida 
E epic 


DIA 


Figura 12.19 Sistema de dados amostrados em malha fechada. 
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Já que o hold de ordem zero tem a função de transferência de (Equação [8): 


1 
Ghoz(s) = — 


ria, à função de transferência do sistema em malha 


como existe realimentação uni 
fechada é: 


G(s) = 


A transformada z é: 


GADGhol?) 

(o A 26) 
Go) = 7% God?) 
Mas: 

a l= 

Gral) = F y 


Por frações parciais, esta pode ser escrita como: 
O A aid PROC UR 
Gpl) Gods) = (1 = € JE JT 


Portanto: 


que simplifica para: 
Gp(Z)Ghoz 
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= 0,37- 40,26 5 
z? = 1,372 + 0,37 Eu 


Substituindo esta na Equação [26]: 


037% + 
= 1,377 + 0,37 + 


0.372 + 026 2 
2 -2+0,63 o! 


Considerando a entrada impulso unitário, e como a transformada z de tal 
entrada é 1; 


jo 


), 
Saida) = $ o 129) 


Por divisões sucessivas podemos obter: 


0,377! + 06322 + 0407 


2? = z + 063037: + 0,26 


+ 0407 — 0,40: 
0,40:7! — 0,407? + 0,2577? 
pEr 2 
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Portanto: 


Safda(a) = 0.37: ! + 0.63 ? + 040:7- 0.25754 u 


A transformada = inversa desta é uma saída que varia com o tempo, dando o 
seguinte simal: 
DE ODE 0,37, A) = 0.03. (0. ACER O a A 


Podemos determinar a saída do sisteina em regime permanente aplicando 


teorema do valor final: 


lim f() = lim (2 = DFE) 
m 2-1 


Portanto, pela Equação [29]: 


1) (0,37: 40.26) 


DFE) = 
A NE 2º + 0,04 


0. O valor em regime permanente do sinal é 0. A 


Quando z =>, (z ~ DIM 
Figura 12.20 mostra a forma do sinal de saída. 


Figura 12.20 Resposta do sistema na Figura 12.19 a uma entrada impulso. 
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SISTEMAS DE DADOS AMOSTRADOS 
CONTROLADOS POR COMPUTADOR 


A Equação [8] é uma expressão para controle PID para um computador digital da forma: 


K 
Saída = Age (47) + Ki E HERT = D- e RNIT 
0º 


+ (Kap) le (KT) ce (RT = DI] 
Essa equação leva à seguinte transformada z para o controle PID: 


Kil zt ! Jos n|: 


2 


Saída (2) = KEC 


JA 


£ Jo 1301 


Para um sistema, como na Figura 12.21, que tem um controle PI, a transformada 
da lei a ser seguida pelo computador é: 


= da função de transferên 


Ep nn fis da a) 
RS OS ai o 2(2- 1) 
Amostrador n faca = 
Entesia Compu: Hold de [ FE 
tador ordem zero 


Figura 12.21 Sistema controlado por computador digital. 


Com a seguinte função de transferência do hold de ordem zero: 


eh 
Gods =! a 


então: 


1 
“al(sta) 


a z da lunção de transferência de malha fechada é então obtida 


A transforma 
substituindo-se o resultado anterior em: 


G(z) = 


EXEMPLO 6 


O sistema de controle digital descrito pela Equação 12.21 tem uma planta com a seguinte 
função de transferênc 


GT de 
56) = ya] 


e é controlado por um computador digital com um controlador PI com Kp = 0,9 e Ki = 1,1. 
Qual é a transformada z da função de transferência do sistema se o período de amostragem 


é de Is? 
Solução 


L-e” -m [10 10 
GroalS)Gp0) = 450,1) TA H ET ) 
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KTfz+1 
Oem EA EA S 
e= Kp + 75 |: FRN 
A transformada z da função de transferência do ramo direto é: 


LBE- 1) + LIN -1 


Gel2)Gno(2)Gp(2) = 


tuindo-se a equação aci 


Ghede) 
1 + Gel2)Gno(2)Gp(2) 


GG) = 


ESTABILIDADE 


Um sistema lincar realimentado trabalhando com sinais contínuos é 


stável se todos 


405 


os 


pólos da função de transferência de malha fechada estão no semiplano esquerdo do plano 


s (ver Capítulo 8). Isto significa que todas as ra da equa característica (isto é 
equação do denominador da função de transferência de malha fechada) devem ter part 
s pode ser representada como: 


reais negativas. Como uma 


s=0+jo 


isto significa que o deve ser negativo. Mas a Equação [12] define z como: 


,á 
es 
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n 
a 


Portanto: 


= qto iam 


= eTo ET 

Para estabilidade no plano s, devemos ter 6 como um número negativo, e então 
OT deve ser negativo. Isto significa e°", que pode ter um valor apenas entre 0 e 1. Como 
e é o módulo de =. isto é, mão a condição de estabilidade para um sistema 
amostrado é que todos os pólos da transformada z da função de transferência de malha 
fechada devem estar dentro do círculo de raio unitário (Figura 12.22). Um sistema é dito 
ser criticamente estável se tem pólos sobre o círculo de raio unitário. 


Imaginário 
Já 
Região | 
estável 1 
TE, AA F GRE Real 
(a) 
Imaginário 
i Região estável 
/ 
q rs Real 


7” Criticamente estável 
(b) 


Figura 12.22 Regiões de estabilidade para pólos (a) plano s e (b) plano z. 
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Para ilustrar isto, considere um sistema de dados amostrados em malha fechada 
com a seguinte função de transferência (já derivada anteriormente na Equação [28)): 


A equação característica é então: 


2-2+063=0 


As raízes da equação são dadas por: 


- 1) EV = 4 x 0,63) 
2 


0,50 + j 0.62 


O sistema é estável porque as partes reais de todas as raízes são menores que 
1, isto é, estão dentro do círculo de raio unitário no plano z (Figura 12.23). 


Imaginário 


Figura 12.23 Estabilidade com z = 0,50 + j0,62. 


tema a uma entrada depende da localização das raízes. Para 


A resposta de un 


raízes que estão dentro do círculo de raio unitário, uma entrada impulso leva a uma 
resposta que amortece com o tempo (Figura 12.24(a), (b) e (c)). Para raízes que estão 
fora do círculo de raio unitário, a resposta aumenta com o tempo (Figura 12.24 (d) e (e). 
Para raízes reais dentro desse círculo (Figura 12.24 (a) e (b)). a resposta tem um 


amortecimento progressivo com o tempo; entretanto, 
círculo (Figura 12.24 (c)), a resposta apresenta osci 
raízes reais sobre o círculo (Figura 12.24 (f ) e (g)), a respos 
é uma resposta constante; entretanto, para 
unitário (Figura 12.24 (1), a resposta é uma os: 


Imaginário 


d 


(a) 


Imaginário 


(> Real 


(b) 


Imaginário 


Imaginário 


(a) 
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“o 


ore | Segúência 


decrescente 


Seguôncia 
decrescente 
com sinais 
alternados 


Senóide 
amortecida 


o Erdey i 


Ho 


(| Següência 
a e crescente 
0 pro t 


Figura 12.24 Efeito da localização de raízes na resposta a um impulso. 


para raízes complexas dentro do 
lações amortecidas. Para todas as 
entrada impulso unitário 
ízes complexas sobre o círculo de raio 
ção de amplitude constante. 


Imaginário 
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Roal Seqüência 
o 1 crescente 
com sinais 
alternados 
(9) 
Imaginário 
Ho 
al) ] | Sequência 
Co 7 Real O | MIL t constante 
(1 
Imaginário 
UU) 
pas Op dt | ES, Sequência 
1 i I i constante 
2 Vl, R E altornada 
(9) 
Imaginário 
"o 
+ ? i ik Seqüência 
5 q Real 0 TE Hy =! senoidal de 
a aA amplitude 
constante 
(h) 


Figura 12.24 Efeito da localização de raízes na resposta a um impulso. (continuação) 
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Portanto, as raízes são dadas por: 


244 -4x 17) 
2 


EXEMPLO 7 


stemas de dados amostrados com as seguintes funções de transferência 


“= Determinar se os $ 

são estáveis: 7 
As raízes são — 1 + j0,8. As raízes estão fora do círculo de raio unitário e 
(a) GI o sistema é então instável. 


(d) A equação característica é: 


‘m m m m a m o o a D 


tb) GO 2 40,5:+0,25=0 
ý 3 
i Portanto, as raízes são dadas por: 
te) 
K 2 -05*N0 00) 
ú i 
(d) GE) = $ i , E 
a z As raízes são — 0,25 + j0,43. As raízes estão dentro do círculo de raio 
q vi unitário e o sistema é então estável, 
j 
) = 
mi Solução 
ji EA EXEMPLO 8 
o j (a) A equação caraterística é: 
"| ae s0 Um sistema de dados amostrados é da forma apresentada na Figura 12.19, isto é, um hold 
. r de ordem zero com uma planta com realimentação unitária. Se a planta tem uma função 
) As raízes são De | que uma das raízes está sobre o círculo de raio dè transferência de: 
a | unitário, o sistema é criticamente estável 
TR K 
o (b) A equação característica é: Gol) = | 
a 1=0 7 | 
) para quais valores de K o sistema será estável? 
G j Portanto, as raízes são dadas por: 
K 2 ENE Solução 
6 


O hold de ordem zero tem uma função de transferência de: 


As raízes são — 1.00 e 0,34. A raiz — 1.00 está sobre o círculo de raio 


n : unitário e o sistema é então criticamente estável. = 
y a Gro) = == | 
x te) A equação caraterística é: 
PANT =N A função de transferência do ramo direto é Gp(s)Ghozts), e então: 


OG = Z | 
s 
| 
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A transformada z desta é: 


EA 
EP 


A função de transferência de malha fechada é: 


GANG) 


GO = ERG Ood 


e assim a transformada z desta é: 


A condição para estabilidade é que a raiz de z seja menor que 1. Como a equação 
característica é: 


2-(1-KT) 
z 


0 
1- KT 


os apenas, então lzl = | quando KT = 2. Esta é então a 
. A estabilidade acontece quando KT < 2. 


Se K tem valores positi 
condição para a estabilidade crít 


O TESTE DE ROUTH-HURWITZ PARA 
ESTABILIDADE 


Este método de testar a estabilidade de um sistema foi discutido no Capítulo 8. É um 
método usado para determinar se as raízes de um sistema estão todas no semiplano 
esquerdo do plano s. Este método não pode ser usado diretamente para as raízes no plano 
z, já que as condições para estabilidade é que todas elas tenham módulos que pertençam 
ao círculo de raio unitário. Entretanto, se z é substituído por: 


Lew z 
iv ji [82] 
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então a condição para que todas as raízes em z pertençam ao círculo de raio unitário 
torna-se a condição que todas as raízes de W estejam no semiplano esquerdo do plano W 
(Figura 12.25), e então o teste é feito da mesma forma quando aplicado ao plano s. 


Imaginário 


Estável a 


Real 


Figura 12.25 Regiões de estabilidade para pólos no plano W. 


Considere um exemplo onde; 


e EM ANEA 
+ 0,42 — 0,1 


G(z) = 
f 


Substituindo z na Equação [32]: 


am = — o ALMA = m + 
(+ WA = WS + OAI + Wo 


-W- 


E 5 (Q+2W + = WIZ = W) 
I + 2W + W) + OAI - W) -= 0,1 (12W + WI) - W2 


a A E e 
1,3 + 2,2W + 0,5W2 


O arranjo de Routh pode ser construído para a equação característica: 


w?| o5 1,3 into 
w' | 22 
wº| 1,3 


(e gp pá Be 


e o e em 
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Não existem variações de sinais na primeira coluna, e então os pólos de W estão 
no semiplano esquerdo do plano W; portanto, todos os pólos de z estão dentro do círculo 
de raio unitário e o sistema é estável. 


EXEMPLO 9 


O sistema com a seguinte função de transferência é estável? 


+ 0,5: + 0,2 


Solução 
Substituindo z por (1 + W/C1 = W), temos a equação característica: 
U1 + WÈ + L6 + WÊ = W) + 0.50 + WA -W +0,21 -W°)=0 
07W? +4,5W? +6,5W+43=0 
O arranjo de Routh para essa equação é: 
We Or 65 
w? |45 43 
w! | 58 
wº | 43 


Como não existem mudanças de sinais na primeira coluna, o sistema é estável. 


PROBLEMA 


1. Para os sinais de tempo contínuo mostrados na Figura 12.26, determine os valores dos 
/D para valores maiores que k = 3 se o período 


pulsos que são gerados por um conversor À, 
de amostragem T é Is. 
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4 
3 
fi 
(e) 2 
1l 
Al a ar t 
o 1 2 ww 
(a) 
no 


(b) 


Figura 12.26 Problema 1. 


Para a função de tempo contínuo 3 sen 2r, desenhe a função /*(1) quando o período de 
amostragem é de 0.25. 


Explique como um conversor A/D pode ser visto como um interruptor, e um conversor D/A 
como um sistema com uma função de transferência de: 

| nie 
s 


onde T é o período de amostragem. 


Explique o que é um hold de ordem zero. 


eguintes seqiiências: 


Ache a transformada z d 


(a) f(0) = 1. (17) = 0.1 (27) = 0 e todos os outros valores são 0. 
(b) f (0) = 0, f OT) = 0,/ (27) = 2 e todos os outros valores são 2 
(©) F0) =0.f (1T) =0,f (2T) = | e todos os outros valores são 1. 


hD OOAD LIED = 2, [UND = 


+476 
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10. 


Pelo método das divisões sucessivas, ache as transformadas z inversas das seguintes 


seqüências: 
FA 

@ Frosh 

E 

O O=- ! 


Pra+2 


Quais são as transformadas z das seguintes funções de transferência? 


e 
(a) G= 5 


dm da 
bw Gos yos 


1 
FEE 
Um sistema de dados amostrados em malha aberta é da forma mostrada na Figura 12.17. 
Qual será a saída se a planta tem uma função de transferência de: 


Es 
s+0,1 


Gpls) = 


e a entrada é um impulso unitário? O período de amostragem é Is. 

Um sistema de dados amostrados em malha aberta é da forma mostrada na Figura 12.17. 

Qual será a saída se a planta tem uma função de transferência de: 

Gp(s) = > 
P 2 +s+1 

e a entrada é um degrau unitário? O período de amostragem é Is. 


Qual é a saída do sistema de dados amostrados em malha fechada (Figura 12.19) quando 
sujeito a uma entrada degrau unitário? A planta tem uma função de transferência de: 


e o período de amostragem é 1s. 


n. 


13. 


14. 
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Um sistema controlado por computador digital é da forma mostrada na Figura 12.21. Se a 


planta tem uma função de transferência de: 
Gl) = —!— 

do s+ Ol 
e o computador segue uma lei de controle PD, qual será a função de transferência do sistema 
em malha fechada? Kp = 10, Kg=4€T= Is. 

Determini os sistemas de dados amostrados com as seguintes funções de transfe: 1 
são estáveis: 


(0) G() =7 


(b) G(3) = 


Ih Gi ec 

A ar O 

Um sistema em malha fechada consiste em um hold de ordem zero e uma planta, a função 
de transferência é K/(s + 1) e a realimentação é unitária. Qual é a condição para o sistema 
ser estável quando o período de amostragem é 1s? 


m z são estáveis? 


Os sistemas dados pelas seguintes funções de transferên 


Et 
(a) E 


22 +2-04 


+03:2-02- 01 


ow 


MAKRON 
Bode 


RESPOSTAS DOS PROBLEMAS 


CAPÍTULO 1 


1. Vero texto, 
2. (a) e (b) malhas fechadas com termostatos, (c) malha aberta sem termostato, 


i malha aberta seria controlada 


à Malha fechada teria realimentação para indicar triti 
apenas pelo tempo c operada independentemente do tráfego 


4. Devem ser, embora existam outras possibilidades: variável controlada: (a) luz, (b) tempe- 
ratura, (6) luz. Valor de referência: ta) um ajuste velocidade/abertura (speed/aperture) para 
+ velocidade do filme, Un) ajuste de temperatura. (c) ajuste de um nível mínimo de 
Iuminosidade. Elemento de comparação: (a) amplificador diferencial, (h) termostato, (e) 
rele. Sinal de erro: ta), (b). (0) à diferença entre o valor real e o valor desejado, Elemento 
de controle; (a) amplificador, (h) termostato, (c) relé. Elemento de correção: (a) um atuador 
para variar os ajustes velocidade abertura (speed/aperture). (b) dispositivo de ligar ou variar 
a corrente no aquecedor. (c) fonte de luz. Processo: (a) filme na (h) um forno. (c) 
uma situação particular. Dispositivo de medição: (a), (©) fotocélula. (b) termômetro. 


âme! 


5. Vero texto. 


6. tu). (b) on-off, (c) proporcional 
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Comparação e controle — amplificador diferencial, correção — relé, processo — aquecedor 
em líquido, realimentação feita pelo sistema de medição. Erro — diferença entre as duas 
entradas para o amplificador diferencial, isto é, tensão de referência e tensão medida. 


0,14mA/'C, 


Vero texto: se a entrada é multiplicada por um fator constante, então a saída é multiplicada 
pelo mesmo fator; se a entrada | dá a saída 1 e a entrada 2 dá a saída 2, então as entradas 


1 e 2 dão saídas 1 e 2. 
(b) 2.0mA/m/s, (c) 0.6m/s/mA, (d) 0.3mA/m/s. 
-0,2 0; 4% 

= 0,90 Bj; — 6,9 x 107°% 

Ver o texto. 


Reduzido por !; reduzido por 0,5K(1 + 0,5K). 


Ver o texto e comparação de sistemas de malha aberta e malha fechada. 


CAPÍTULO 2 


(a) m? A) + etdydo = F; (h) md V/A) + elda/do) + (kt kadi F 


Duas molas torcionais em série com um bloco de momento de inércia, T = ne/ar) + 
AaOr = 05) = med’ 0/d1) + [Rgko/(ky + ko) JO 


v = ve (RO frg 
(L/R) dvg/di + (1/CR)fvgdi + vg = v 
(RIC) dve/di + (R/R) + lre = + 


Ver Figura A-1. 


e E 


enharia de Controle 


ESLA Lys tky 


(b) 


Figura A.1 Capítulo 2, Problema 6. 


hou lo 


m= Ci 


: ks 1/Ly 


mo = Cy 
E Cia Ay 


F 


7. Ver Figura A.2. 


Figura A.2 Capítulo 2, Problema 7. 


8. RAztdha/do) + hpg = M 
9. Igual ao exemplo do tubo em U, p = pL (d?h/dÊ) + RA (dhidi) + 2hpg 


10. RC(dT/dt) + T = Tr, capacitor carregado descarregando através do resistor. 


11. RC(dr do) = Rq- 2T + T2 + T3, RC(TAdN) = Ti = 272% Ta 


» 

} 

| 
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sirin eee A dekad i 
) 

12. AF = (kw) Ar i 
13. AE = (a + 2bTo) AT , 
j 

14. AT = (MgL) AO i 
» 
) 

'APÍTULO 3 é 

l i 

1. Vero texto para exemplos. li 
) 

2. dvidr=3(V- v) ' 
) 

3. 4d0,/di + 0, = 60; 1 
) 

4. (0) 579°C; (b) 719°C ' 
5. (a) i= (VIRO = e 8; (b) LIR; (e) VIR ) 
) 

6. (a) T=0,68; Gss =; (b) T= 0,25; Gss = 0,4; (c) T= 0,335; Gss = 0,67 r 
`i ) 

7. Ver Figura 3.12, (4) oscilações contínuas, (b) subamortecida, (c) criticamente amortecida, ' 
(h superamortecida. R 

8. (a) Hz; (b) 1,25; (0) i= 6100/3678! = (4/3) e + 1 x 

9. (a) 5Hz; (b) 1,0; (c) 00 = (= 32 + 61) e46 f 
10. (a) 9,5%; (b) 040205 P 
11. (a) 4Hz; (b) 0,625; (0) 1,45Hz; (d) 0,58; (e) 8,1%; (9) 1,65 é 
12. (a) 0,59; (b) 0,87 Fi 
) 

1 

) 

f’ , 

CAPÍTULO 4 

r 

1 ta bis (oe PAO PAD e "ne g 
ate Besta AE alh y etaLr m'h P] 

2 day Ahs o CO A da Aa Vod» a ~ 4 
tedy Rista + 2), (e) VO/a0s 4 2 a Wah a ol 4 

) 

4 

| ) 
4 

1 


“| 
q 
a] 
[| 
M 
p 
M 
a 
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3 
4. 


8, 


a) 267, (b) (2/3) e "°, (9 CDA -67 (0) 20 e!) 
(a) (6/5 = e7 %5), (h) 40 = e7 "®) 
ta) [5 x (1/50))/sls + (1/50)]. (D) (10/5) + 15 x (1/507 
sls + (1/50)), (0) 5/18 + (1/50)1 
(a) S(s + 2). (b) DU ts + 2)] + S/s + 2) 
t) Si Si (b) 5/250 
ES 1 


daet 3e mA- -2e eee 


Ua = 2 cos Be (bj x= $ sen 8 


CAPÍTULO 5 


ta) GU) = IAR + 1/05) (h) GO) = IIOZR) + Cs + (7L91 (0) G6) = 


2 


+ RAs + 2p). (d) GG) = (1/0/1208)? + (2670) + 1] 


1⁄(pL 
(u) 1) 2 N2 

Ver o texto. 

Superamortecido, raízes reais diferentes. 
SUs? + 25 + 25); 52.7% 


Ver o texto. 


0.05s 
ana m 
0= [24 = 0.09] eér (0,20 sen (2V0 = 013r 


Ze ze“ 
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CAPÍTULO 6 


1. (a) 286s + 1), (h) 20/68 = 1), (Os + DNS + 3s + 4), 
(d) 4st + 1) = 11. (e) 2K(5 + DIS? + 2K = 1), 
(Ds? = 1), (8) Ksi? + s + 1) 


2. Ver Figura A3. 


(b) 
Figura A.3 Capitulo 6, Problema 2. 
3. Transformação 2 dá 0565) = GOMO) = 11(9)99(5)] para um loop de realimentação. Pode 


ser rearranjado como Bots) = G(S)H(9)LOICS)/H(5) — Bols). isto é, um caminho direto de 
GWH) com uma entrada de [1/H(5)]9/(5). 


4. Ver Figura Ad. 


Q a(s) 
l; 


Figura A.4 Capitulo 6, Probloma 4 


Hds) + Hals) 
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GR Ementa Ro 


5. Os)= {GOGA + GUNGANHC) Bits) + (Galo) 


[+ GOGH Ou! 


6. Ver Figura A-5. 0/69) = Kik2k3C/RDG nes + 1 + kata (UR 
de transferência do motor e é (RaKa /o/ftas + DXEas + L 


vs) = Vols) 


Circuito de 
Potenciômetro Ampliticador campo 
VA, 
Ângulo GEIN 
da alavanca vts) us) — 


do estrangulador 


Motor 


Enrolamento 
Circuito da da 
amadura amadura 


Vols) = Vols) 


Capítulo 6, Problema 6. 


Figura A.5 

J. 0o(s)/0i(s) = kikakalstas + I); para rampa B(s) = 
kikakal1/a?s — 1/as? + 1/83 — 1/a?ts + a)], onde a = 1/7 
e então 0 = kikakal 1/0? = a + 32 = (M0pe “0 

8. o(s)= (UR DksCUOVA SAS + DI, portanto Oo = 


UROKE = e = 201 at] 


US) + UML + GUGA Cuz) 


Gm(5)], onde Gu(s) é à função 
) + ks CURA. 


Gerador 


Ks 


acômetro 


Ko i 
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CAPÍTULO 7 


T 


(a) 0, (b) 0, (©) 1, (d) 1, (e) 2 

(a) 0, (b) O, (6) 0, (d) 1 

(a) 0,82 unidade, (b) 0,69 unidade, aumentar K reduz o erro. 
(a) O, (b) ab/K 


G) (a) 2/7 unidade, (b) 1/3 unidade, 
(e) 1/2 unidade, (d) 2 unidades, (e) O; (ii) (a) inl 


(e) 1/6 unidade. 


(c) 0, (d) 0, (e) 0; (ii) (4) infinito, (b) infinito, 
finito, (b) infinito, (e) infinito, (d) infinito, 


— 1,5 unidade. 


(a) 1, (b) O 


CAPÍTULO 8 


(a) Estável, (b), (0) instável. 


(a) instável, (b), (©) estável. 
+ (c) pólos- 2,-3,+4, zeros-2, +3, 


(a) Pólos- 3,- 2, zero 3, (b) Pólos 0,2, zeros 
-5, zeros (- 0,5 + j0,87), 


(d) pólos(- 1 + 514). (L +j1,4), nenhum zero, (€) pólos 0, +3, 
(-0,5-50,87) 
(a) Lists + CS + 2), (b) St = DIS + 3), (© (s + D/ 


(8244545), (d) (s + DUS- DISC) 6s + 13) 


Estável (d), (e); criticamente estável (a), (g); instável (b), (©), (D. 


(d) Pode ser estável, (b) e (e) instável, (a) no máximo criticamente estável. 


(a) Estável 


Eu 1 8 
4 12 

s' 

2 | 12 


E o, 
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R. 


(b) Instável 


E ELA 3 
a 1 
D p lu) 
s! 
ao 3 
(e) Instável 
F 1 
F 2 
g -1 
P 6 
uh Estável 
1 24 16 
4 32 
15 16 
s! | 28 
PEE) 
Entre Oc 8. 
1 4 
s 2 K 
1 1 
ASK 
o k 


10. 
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Um 
[ad 1 

ji 2 4 

Aa -i 

K entre -2e 4,5 

s 1 13 

EA 5 20 + 10K 
s 9-2K 

E 20+10K 


Figura A.6 Capítulo 9, Problema 1. 


2. 


Ver Figura A.7. 


Ver Figura A.6, (c) K = 1, (d) K = 8. 
Imaginário Imaginário Imaginário Imaginário 
-—s——|— Real Real | Real ja Real 
-3 Jo o Ri j 26,4 |+.ojo 
2 -4 
(a) (b) (o (d) 


488 a e 
Imaginário 
Imaginário 
3 
2 
1 
ei 
1-2 0 Real 
-1 
-2 
-3 
(a) (b) 
Imaginário Imaginário 
-0,5+j1 «| 3 
2 
1 
-2 
-os-n9| a 
(a) 
(c) 
Figura A.7 Capítulo 9, Problema 2. = 
/ l pg 
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(a) 4Hz; 0,5; (b) 3,7Hz; 0,8; (c) 3,2Hz; 0,32 
Raízes=- 1 £ Ja = K), portanto (u) 4; 0,95; (D) 4s; 0,418, 


| tem lugares que cruzam o eixo imaginário. A introdução do zero afasta esses 
es do eixo imaginário e garante que não existirá valor K que dê instabilidade. 


lugares das 
O ângulo das assíntotas varia de 7/3 a 1/2. 


(u) 2,25; (b) 20,5 


Ver Figura A.8, (a) K = 0,25; (b) K = 0,7. 


Imaginário 


Figura A.8 Capítulo 9, problema 7. 


CAPÍTULO 10 


(a) 1,25; (b) O 
Zero — 0,5; pólo 0. 
0,1 para direita 

Kp=3; Ka =- 0,6 


Raízes 0; 0; -3 tjl; zeros =} -5 a 


3; 0,002557 !; 100s 


3; 0,0157 !; 25s 


Ver o texto. 
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9. Vero texto. 


10. 27 


ti. tu) Ponto de intersecção moveu-se de — 0,5 para — 1, a estabilidade foi melhorada, 


(h) ponto de intersecção moveu-se de -0,5 para O, a estabilidade foi diminuída. 


12. Ver Figura AO 


Imaginário Imaginário Imaginário 
| 
E n 
es Tg-251 |0 Real ip cal 
(a) (b) (c) 


Figura A.9 Capítulo 10, Problema 12. 


13. Vero texto e Figuras 10.24-9 


CAPÍTULO 11 


ETEN 


(69 Visat 


Ua = 0.56 sen (51 38º) 
3. O= I8 sen (24+ 25°) 


4. Para módulo, multiplicar as respostas do problema 1 (o) € b). 


nono? + 4) (0! + 07). Para fase, somar as respostas de 1 (a) e (b). isto é, (0/2) + (1/0) 


s; AE EE 5 
wa ES yE Edo 

(a) Gjo) “o 0.44 0 

tb 90° 450" o 

dy So) 1 092 Ode O 
D 0 -71.6 _-80.5' =90 


isto é, 
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6. Ver Figura A.IO 
a asf 
20k. XK--------- G(s) = 10 
10 100 0,1051210 
Mac ja — 0 rad/s a7 AENA rad/s 
20)" inaona Módulo A 1 
40 0.1s+1 se k O Ir tar 
pç i 
3 40] Dats = saio 
a(s) Gls) = 357 
1 
q E 
= Gt9)=10 (9) = ss Tosa) 
1 to go o1 1 10100 
9 tabete radis ofii e radis 
Faso 99 E 0.07 Epis 
dis + 1 F 
-180 
= —— aja sa 
a} EES ali (ea 
(851) (055 + 1) 
ta) (b) 
A CCETT) 
20]. Pa 
Módulo 
Módulo 40 ata IO 
60 = 
40| 
so 
Pu s nA 
o E: Aen asa-i TOAS ão 
Ans (es + 1) (52+ 35 + 25) = (819) d5svi 
+90 Og ese 
aa 
Fase «=: G(9) = 


Fase 


EOT EEE 
(Bs + 1) (52+ 35 + 25) 


G(s) = 


(2) 
Figura A.10 Capitulo 11, Problema 6. 


10 100 
PR LA a 
TEIEE] 


Gts) = 


a 


Gis- agri 


(a) 
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T. (a) 100/(s + 1)(0,1s + 1); (b) 10/5(0,15 + 1). 
(6) 105/(s + 1)(s + 0,01); (d) 100/52 + s + 1). 
8. Ver Figura A.11 


Imaginário 


Figura A.11 Capítulo 11, Problema 8. 


9. (a) Sempre instável, (b) K + 1 < (Ti + T2 + T3)(1/t; + 1/t2+ 1/73), (c) K > 0 
10. (a) 0,83; (b) 0,66 

m i 

12. 17 dB; 77 


CAPÍTULO 12 


1. (a)3;2; 1; (b) 2; 1,0; -1 
2. Ver Figura A.12. 
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Figura A.12 Capítulo 12, Problema 2. 


3. Vero texto. 
4. Vero texto. 
5. (a) 1, (b) 2242?(2- 1), (6) 242? 1D, (d) Tae- D? 
6 AADS == SON = + AN =- l; 

(DST = 2; f (2T) =- 1; RIT) =- 4; f (4T) = + 2; 

(c) f (0) = 2; f (1T) = - 8; f (3T) = + 27; f (4T) = — 92; 
7. (0) Ne = 67 T); (b) 1 = [0,5212 = 67 08]; (0) (1 - e7 Dale = De = e” 
8. SO = 1; f (1) =-0,1; f (2) = - 0,9; f (3) = — 0,08; f (4) = = 0,07; f (%) = 0 
9. f (0) = 0; f (1) = 0,34; f (2) = 0,85; f (3) = 1,12; f (4) = 1,15; f (9) = 1 
f) =0,37; f (2) = 1,0; f8) = 1,4; f (4) = 1,4; 5) = 1,1; f (%)= 1 


t 


10. S(0)= 
HM. 142-4M22+ 13,12-4) 

12. Estável (a), (c), (d), criticamente estável (b). 
13 K<l 


14. (a) instável, (b) estável. 
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